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PREFAZIONE 



Un nuovo trattato i'ALQEBRA ELEMENTARE dopo £ 
tanti che esistono sembrerà inopportuno e super/tuo. Jì cer- 
tamente sarebbe tale, quando nessun pregio lo distinguesti 
dagli altri. Ma, se non m'inganno, la novità del tataro 
consister dovrebbe nella grande semplicità e insieme nella 
rispondenza di quello a lutti e singoli gli articoli deipra- 
grammi di istruzione vHimwìicìitt presentii relativamente 
all'insegnamento dell'Antitetica umerale e dall'Algebra nelle 
scuole secondarie del regno, precipuamente nei Licci, carne 
pure nella rettijkaznmc di fpmiclie idea meno esalta sparsa 
in alcuni trottali mode e ai di Matematiche.. Al pubblico se 

che non si svolgono nel corso elementare del Licei si tro- 
vano in quel trattati che servono al corso superiore di ma- 
tematiche; dunque è inutile confondere le materie che si 
riferiscono ad un insegnamento c/em^Uun; ecni quelle relativa 
ad un insegnamento superiore: sfoggio di erudizione e sma- 
nia forse di ingrossare il voltane sarebbe questa. 



/ migliori autori mi /tanno servilo di guida, e tra 
questi specialmente il celebre Bertrand e Riccardo Iìall:er. 
A imitazione poi di qimt' ultimo non riempii il presente 
votame di esercìzi, perocché aliti ma:tcait:a di questi sup- 
plir si possa culla massima facilità , esistendone in gran 
copia in gi'.alvittji'c trattai»: s-Samcutc in /ine ad ogni teo- 
rica ho riferito alcuni esempi ed applicatemi scelte fra le 

Se aggiunsi a questo trattalo un brevissimo compendio 
di TRÌGONO M ET R I A RETTILINEA si fu per comodo slesso 
degli alunni, mentre con questo solo libro da una parte, 
con Euclide o qualsiasi altro trattalo di Geometria dal- 
l'altra, potranno i atedesimi prepararsi agli esami , /inali, 
delle scuole secondarie. 



CAPITOLO X 



NOZIONI PRELIMINARI 



1. L' Algebra è la scienza che ha per oggetto Io studio 
delle operazioni sui numeri indip«tidentemente dai segni 
sopra i quali si eseguiscono. La indipendenza dp,i resultati 
algebrici o consegnen temente la loro generalità derivi da 
ciò, che i numeri in generale che debbono essere combi- 
nati fra loro nello operazioni si esprimono con segni inde- 

accentate, con indici), dette (juanlilSi al^'hri^he. Per indi- 
care lo operazioni da eseguirsi su tali quantità si adope- 
rano i medesimi segni che in aritmetica. Cosi per indicare 
la somma di b con a si è convenuto di scrivere a-t-i; e 
per togliere b da a di scrivere a — b. La moltiplic.izi.nie 
fra due o più lettere suole anche indicarsi collo scrivere 
l'unn di seguii" all'ultra: cos'i per molli [ili care a per i si 
suole scrivere a%b , ed anche ab. 

2. Una espressione la quale indica operazioni da «se- 
guirsi sopra quantità non ancora determinato si chiama 
formula algebrica. Ne 1 casi speciali assumono le formule 
diverse denominazioni. Si chiama intera una formula se 
non indica alcuna divisione, quale sarebbe a~r(n — l); 
in caso contrario dicesi frazionaria. Si ohiama monomio 
o termine (positivo o negativo secondocbè è preceduto dal 



negus, -ho—) una espressione die non indica nè addi- 
ziona, né sottrazione; in naso contrario dicesi polinomio, 
che può essere binomio, trinomio, qmdritumio ecc. se- 
condi! il numero dei termini di cui è composto. Duo o più 
polinomi inchiusi ciascuno fra parentesi non interrotte da 
alcun segno indicano che devono essere moltiplicati insieme. 

3. 11 numero che precede immediatamente una quan- 
tità nigebrica si diifinm a w/fV :-r.th-, et! (sprillili quante volto 
la Messa quantità deve issi! re aggiunta a se stessa: cosi 
l'espressione 3rt£ eguaglia l'altra ab+ab-t-ab. Esponen- 
te noi si chiama quel numero che posto in alto od alla 



mine si chiama dimensione o 
se più termini hanno la stes: 



chiama ordina/o rapporto ad una lettera quando tutti i suoi 
termini sono disposti io modo che gli esponenti di essa 
ietterà vadano cwitinuamcnto diminuendo o aumentando 
dal primo Ano all'ultimo. È un polinomio ordinato rap- 
porto ad y il seguente: 

y*— Sa^+Ba'^-t-Saiy— 5a". 
11 grado di un polinomio è costituito dal grado del ter- 
mine di grado maggiore. Il polinomio citato è aduuqua 
del quarto grado. 



CAPITOLO IX. 



LE PRIME QUATTRO OPERAZIONI ALGEBRICHE 



Addizione e sottrazione algebriche 

ai termini di uu'iilli'a (^pr"ssio:]e algebrica scrivendo i ter- 
mini di quella ili seguito ni tannini ili questa coi rispet- 
tivi segni. Cosi volendo sommare d — e con tM-i— e, scri- 
veremo a-*-b— c+d —e. 



fi 

Da ciò deriva che l'espressione a-i anziché un 
differenza puà esser considerata la somma di a colla quan 
tità -fc 

10. Riguardo alla sottrazione di un'espressione al{,'e 



uguaglia™ la seconda. Ora alla qu 
per uguagliale a, airahé la difTeri 
evidentemente a-t-b. Ciò posto, se 
linomio, sì eseguirà la sottrazione < 
termini coi segni opposti accanto i 

a-b+c-d. 



i quantità negativamente significherà ] 
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.Iflull Ipllraztoae algebrica 



.1 segno che devo darsi al medesimo. A ciò 
«remo come evidente che il prodotto di in 
lione di una quantità per un'altra è sempre 
moltipliciiìiiki, o olio uh uuillipiioatore per sè 
sere uè positivo, nè negativo. Per brevità s 
tiplicare per ud numero positivo o negati* 



danno prodotto positivo; fati 



13. La regola relativa ai prodotto dì due monomi ai 
fonda sui due principii por sè evidenti, che cioè i fattori 
di un prodotto liocorni cangiarsi di posto senza alterare il 
prodotto, e che il prodotto di più fattori deve contenere 
tutti questi medesimi fattori, di modo che se una data 
quantità trovasi ni volte net moiiiplienndo od n volte nel 
moltiplicatore, dovrà comparire ni-f-n volte nel prodotto. 
Dietro questi principi eseguiremo la moltiplicazione di due 
monomi come si vede nell'esempio se fruente ; 

e ciò conduce a stabilire per regola generalo che si mtfi- 
ìiiOlfijìl 'ìmiio drr ;;i<mn»)i lìirìliplienìniiì > ctvMcientl tra loro, 
dando a ogni lettera comune ai due monomi un esponente 
eguale alla somma di quelli dai yita'i è iijfdta in ognuno 
di essi, e prendendo le altre lettere come /attori senza can- 
giare i loro esponenti. 

14. Se un polinomio deve moltiplicarsi per un mono- 



mio, si moltiplicherà ciascun termine ili quello per questo. 

per esempio, n— Irt-c per hi significa trovare un prodot- 

a — ì, ed ni uguali a e. Avremo perciò: 
(a - W-c>n am — bm-tcm . 
Viceversa i termini di un polinomio, che sono prodotti 
aventi un fottor comune, si possono raccogliere scrivendo 
il fàttor comune, davanti ad una parentesi e dentro que- 
sta i fattori non comuni coi rispettivi segni. Adunque la 
espressioni : 

4a s *-8oe> -+12001!, 
m a 1 + 2»i a ■ — m art-m 
saranno uguali alle altre : 

wi(o'+2a 1 — a+1). 
15. Se si hanno da moltiplicare due polinomi, si mol- 
tiplicherà ciascun termine dell'uno per ciascun termine 
dell'altro secondo la regola data por i monomi, e si ad- 
dizioneranno i prodotti. Supponiamo primieramente che i 
due polinomi siano due binomi ili-Ila forma (a — f), (e~d). 
Pi avrà: 

(a-*)fe-rf)-(<i-*)c-t-(<i-*)X A 
—ac-bc-*-[-ad+bd) 
= ae-bc-ad+bi. 
Che se dovessimo moltiplicar* on polinomio qualunque 
n .-i-i-e_rf per un altru qualunque m-*-n-p, rappresen- 
tando ceti A. — B, C. ■ D le quantità o-t-£, — i— d, 
m-t-n e —p, si avrà : 

(a—lrt-e— </) (tn-Wl— J>}— (A— B)(C-B) 
-AC-BC-AIW-BD; 



* costituendo ad A. B, C, D i rispettivi valori, potoliè dal- 
l' esaere -B=— 6 -d, e -D=-ji sarti evideutónente B 
^b + d e D^p, si avrà (a— *-i-c— ^) (m+n— p)«(m-e) 
(im-ft) — {b+d)[m-+'>i)—(a-ì-c)jH-{ìi+dìp----am+cm-i-an+cn 
—bm—dni—bn—dn—ap—cp-l-ijrt-djì, come si avrebbe ap- 
plicando la regola esposta io principio. 

10, Se i 'lue pulitomi ila nioll^ilicnr.-i sono i>r<ì;!iati 
per una ili di..i:i:j lettera, nei j rodott far?;o^ ponilo aver 
luogo dei termini binili. In tal caso i prodotti parziali di 
tuli; i terini:n del mnltiplxaivlu per cia.enu terni. ne del 
moltiplicatore si scrivono gli udì sollo gli altri in maniera 
ebe i termini simili, se ne risulteranno, si corri; .•ondano 
in colonna. 

Esempio : 
Moltiplicando — 2a- -4- 4a 
Moltiplicatore 2a - 1 
1° prod. parz. 2a' — 4a J 8a ! 
2°. prod. parz. — a 3 -1- 2o- — Aa 
Prod. con riduz. 2u 4 — Sa' 1 -+- ltìa 1 — 4a. 

Altho esempio: 
Moltiplicando 0= - ia'b - 2ab* -1- 3> s 
Moltiplicatore a : - 3o& ■+- 'iV- 

a 5 - 4a»i - 2a 3 * 2 -+- 3a ! S 3 

- 3a'* -I- 12a»*i -+■ 6a 5 * 3 — Sta* 1 

2<iW — So-* 3 — 4fii-' -i- 6» 5 
a i _ 7„ii i2a'i ? a 3 * 3 — illa»+ -1- 

17. Portando l'osservazione sulla forma del resultato 
nei due precede «ti esumili, eoli eluderemo : 

I. Se i due polinomi sono ordinati per una stessa let- 
tera, tale 6 pure il loro prodotto, se sono omogenei, anche 
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il loro prodotto è omogeneo (8), e se m ed n siano le ri- 
spettive dimensioni dei termini del moltiplicando e dei ter- 
mini del moltipllcalo re, m-t-nèlla dimensione dei termini 
del prodotto. 

II. Il massimo numero di lermini che possa avere il 
prodotto di duo polinomi eguaglia il prodotto del numero 
dei termini del moltiplicando pel numero dei termini dol 
moltiplicatore, il elio avviene quando i termini dei pro- 




dotto del primo termine del mollipli<:;indo per il primo del 
moltiplicatore, e il prodotto dr-ll' ultimo termine del mol- 
tiplicando per l'ultimo del m'diloìic.ilore. dc'quali duo pro- 
dotti il primo conterrà la lettera ordinatrice alla potenza 
massima, il secondo alla potenza minima. 

18. Talvolta accade ohe un [lolinoino né sembra or- 
dinato, nò potersi ordinare per avere una stessa lettera in 
diversi termini collo stesso esponente. Tali polinomi si or- 
dineranno riunendo in un solo quei termini che conten- 
gono la stessa lettera, rapporto a cui vuole ordinarsi, in 
più termini collo stesso esponente, e riguarderemo come 
coefficiente di essa la somma dei fattori che la moltipli- 
cano in questi diversi termini. Ordineremo rapporto ad a 
il polinomio a^-i-iaH^a^-t-a-b-M scrivendolo nel modo 
seguente : 

aM-(4H-Sc ! )a»-*-*a , +e. 

moltiplicheremo il primo per il secondo, il prodotto di que- 
sti due per il terzo.... il prodotto degli m — 1 fattori per 
l'm n "> fattore. Avremo così evidentemente un prodotto che 
esprimerà la somma di tutti i prudotti di n fattori, formati 
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tiliìient'rfi fra t .irti uyt;aì:, il lovi.' tiri, .i- ■ ! t d disa- 

masi la potenza m™ di quel monomio o poi intuì io. Perciò 
a J essemlo il prodotto ili a per a sarà la seconda potenza 
di a; a'*-t-2a6+b'' essendo il prodotto di a-hò per a-vb sarà 
la seconda potenza di a-t-i, e si scrive: 

a' ■+■ 2ab -+■ i : = (a -t- 8)*, 
e per la stessa ragione sarà : 

a i — 2ab il — (a — S)l 
Noteremo ancora che se una quantità da elevarsi a 
potenza è negativa, la sua potenza sarà positiva se è di 
grado pari, negativa in caso contrario. Ciò risulta dal con- 
siderare che un numero pari di fattori negativi dà sempre 
un prodotto negativo, in forza della regola generale (12). 

Divisione algebrici! 

SO. La regola riguardo ai si»g-ni relativi al quoto il fila 
divisiono dipende dal principio che il prodotto di due fat- 
tori diviso per uno di questi fattori dà per quoto l'altro 
fattore. Da qui infatti deriva che siccome, posto che m sia 
il prodotto dì a per i, abbiamo a X * "= »», a% —ì>=- — m, 
— a X i •— — m, — a X — b = m, sarà ancora 

que termini con segno ugnale danno un quoto positivo, e 
termini con segno contrario danno un quoto negatito. 

21. Per dividere poi duo quantità monomie tra loro si 
«rive li dividendo sopra al divisore separandoli con una 



linea, ed ove esistano fatturi comuni ai due lei-mini, pfr 
ir. proprietà dei rotti si potranno evidentemente sopprime- 
re, avvertendo che se i fattori del dividendo venissero ad 
essere soppressi tutti quanti, nel loro pasto segneremo 
1' unità. Esempi : 

I. Za-im* diviso per 4a s m 5 dà per quoto 




II. hax"y ditiso per 20a*S» a y* dà per quoto 
22. Dalla procedente rosola deriva che la lettera co- 
regola perù si può semplicizzuro dietro una convenziona 
fatta relativamente agli esponenti negativi, il che ci for- 
nirà pure il modo dì dare al quoto in ogni caso la forma 
di un intero. 

Si è convenuto di esprimere con a - ™ la espressio- 
ne -~, donde nasce immediatamente che a m è uguale ad 

1 n 5 * 
^pjjj. Adunque avendosi jj-, invece di prender per quoto 

siccome = ~ X *i potremo prendere a~*Ò, quoto 

che ha la forma d'intero. Viceversa avendosi — r , invece 

di prender per quoto n'&, poiché o 3 = -^, potrà pren- 

dersì e perciò stabiliremo per regola generale chi.' 
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«ine ove ha l'esponente minor 



e siccome— — 1 si concluderà che oO — 1, Tutto eìù i 

fona della convenzione fatta (29). 

23. Un polinomio si divide per un monomio divi 
dendo per questo i singoli suoi termini. Se il polinomi 
cJr— ab-t-2bx raglia dividersi per x, 

a*x—ai-t-26x . ab 



Infatti se si moltiplica il quoto a' 1-24 per il divi- 
ni 

sore z, si otterrà a?x z-»-2fcr — a 5 *— ab+-2ix che è il 



. 24. La divisione di un monomio per un polinomio non 
è evidentemente eseguibile; solamente sono eseguibili in 
qualche caso alcun" ririu/ìnm. tinsi drw ridoni dividere fin 1 * 3 
per 10a» a — 60%-J-lSffl, scriveremo: 



ìl)<a :i — :>«<j-t-i:,a "' iirifAr'-- -u.r-i-:i) 2/> — nr+'.i 
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25. La divisioni! di un polinomio per un altro polino- 
mio e possibili; quando l'uno e l'altro siano ordinati per 
le potenze e reseli li o decrescenti ili una medesima lette- 
ra. Il modo di effettuarla in ambedue i casi essendo lo 
stesso, supporremo ili avere un polinomio ordinato por le 
potenze decrescenti ili ima lettoni mi dividersi per un po- 
linomio ant-li' esso ordinato por lo potenza decrescenti di 
questa lettera. Ilio posto, polendosi emisiilorare il dividen- 
do, polinomio ordinato, come il prodotto del divisore, po- 
lioomio ordinato, per un quoto elio sia anch'esso un poli- 
nomio ordinalo (16). è chiaro che (17) il primo termine 
del dividendo sarà il prodotto del primo termina del divi- 
sore per il primo termine del quoto, il quale ultimo es- 
sendo incognito, si potrà trovare col dividero il primo del 
dividendo pir il primo del divisore, Siecomo poi il divi- 
dendo è il prodotto di tutto il divisore per ciascun termine 
del quoto, è cliiaro che se il prodotti! del divisore per il 
primo termino del quoto si sottri dal dividendo, il residuo 



Queste considerazioni conducono alla seguente re- 
dola per la divisione di due polinomi ordinati: SI divida 
il primo termine del dir Menda per il primi) termine del di- 
r-ir:)r.\ e acremo il primo termine- dei quo: lente; ti prodotto 



il prodotto di questo per tutto il divisore sottratto dal pr 
mo residuo darà va ««oro residuo, che si tratterà come 
residua antecedente. 
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Esempio 1 : 



dividendo o ! — 3fi-*-(-3ai'— i J | u'— 2ab-i-b «- dimoro 
1° prodotto — a'-h2a-b — ab'- a -b quoiiente 



-a a -r-2a'5— ai*, a 5 S-2iiS'-)-4' 
lei primo e del secondo termine 
. od hanno cangialo il segno 



sono i rispettivi prodijtt 

del quoziente per il divioum, ou imm.u u>u ( ji»v n 
por indicare la sottrazione di essi dal dividendo l'uni 
dal primo residuo l'altro. 

Estuino 11 ; 

j a*— 4n"*-SaA ! -(-.U 1 divi 
| it---'Jnb+->à : quoziente 
dividendo o*— 7a*5-l-12a'6=-KX ! J s — 13aÌM-866 
I-prodotto — gH^g*frj-2n^ — goffi 
I-resto -3n^l4aT/-2a'*3-13oS'*+645 
2'prodotto -Hta'fr-lSft^'-Ga^+gftal 
2° resto Wb"-~8aV,i-ìa6'+m 
T prodotto ■ -2aW+8a-P+4ab*-$!>i 



natrice clie nei medesimi si trova allctta dallo i 
esponente. 



iB 

Esumi 1 io : 

I x—2c—b divisore 
I a J — azt+'ibx-c quoto 
dividen. x*— (a+2e+S)i s +(2*+2oe-Hi*)a; I -(<H-4*iH-2i I ]a! 

+2e"+ic 

l'prod. — s« + (2<H-i)s J 

1° resto -0iE 3 4-(2S+2ac-h76)s^-(^ 4fo-i-2S ! )j;-l-2c=-H»c 

2°prod. -hw a -(2uc-l-a*).c ; 

2° reslo 2«2!-(c+4ic+2S2) E +2 ( : I +*c 

3°prod. -2bx--h(iàc+26' ! )x 

3" resto — «+2c-+fe 

4°prod. -ha— Se 1 — te 

4° resto 0 0 0 

Ossehvazionb [. Se effettuata la divisione il resto non 
è zero, il quoto non sarà un polinomio intero, ma misto, 
formato cioè di termini interi e del resto che a questi ag- 
giungeremo in forma di fraziono dividendolo per il divi- 
sore. Cosi dividendo il polinomio a™ — 5itr + 4a ! +a par 
x—a, troveremo in quoziente i duo termini x,—ia col re- 
siduo a, per cui il quoziente completo sarà a— 4a-l — - . 

Osservazione II. Se il divisore è del grado n, e il di- 
videndo del grado m, il quoto sarà del grado I» — », o della 
forma stessa del dividendo, e il resto deve essere d'un 
grado minore dì n, poiché nel caso contrario potrebbesi 
continuare la divieni" ed ottonerà nuovi termini interi 
nel quoziente. Perciò se il dividendo fosso ordinato per x 
e il divisore fosso della forma k — a, il resto non dovrebbe 
contenere in alcun modo la lettera z. 

Quest'ultima considerazione ci sarii di giovamento nel 
risolvere la seguente quistionc. 
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Criterio di divisibilità di un polinomio Intero 
per un binomio della forma x—a 



27. Sia F un polinomio ordinato secondo le potenza 
decrescenti di x e sia a— a il divisore. Il resto della divi- 
sione non conterrà la lettera x. Rappresentando con Ci il 
quoziente e con R il resto si avrà la uguali ionia P=»() 
(s-a)+R. Siccome l'uguaglianza deve sussistere qualun- 

tuendo questo valore in luoyo di i: il polinomio P si can- 
gerà in un altro che chiamerò V, il prodotto Q [x—a) ai 
annullerà e il resto R non contenendo x resterà invariato, 
di modo clin si avrà P' = IÌ. 

Ora è chiaro che se P' fosse laro, tale pure dovreb- 
be essere R; ma quando il rosto è zero la divisione può 
Tarsi esattamente: dunque concluderemo die se sostituendo 
in un polinomio P il valore di a ad x il polinomio diviene 
zero, la divisione si potrà fare esattamente. 

OssEiivAzroNL [, Deriva da ciò che i polinomi della for- 
ma a ra —a m sono divisibili par X— a, parohé sostituendo in 
essi a ad a divengono e vide» temente uguali a zero. In- 
fatti «* — a* diviso per x — a dà per quoziente intero 

Osservazione II. I polinomi della forma i ra — n m sono 
divisibili per x+a quando m è pari. Infatti siccome x+a 
è uguale ad x — ( — a), sostituendo nel polinomio dato — a 
ad x si ha (— a} 1 "— a ra =0 , perchè m k per ipotesi pari 



Ossebvazionh III. i polinomi della forma x"'-\-a' a sono 
divisibili pera-hr, quando ni sia dispari. Infatti essendo x+a 
uguale ad a— (—a), sostituendo —a ad x, il polinomio 
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am-l-a 1 " per esseri 1 'ni 'li^i'iiri (livi,>n" il!) os.-=crv.) — am-t-a m , 
cho ujruaj-lia zero. So. por esempio, dividiamo x'+a 1 per 
x+a si troverà il quoziente intero x~—ax+a l . 

Osservazione IT. Poiché i m — a" è divisibile per 2— a, 
fatto u uguale ad ! , ai avrà ! divisibile per e— 1. 



Frazioni algebriche 

28. Nelle operazioni algebriche, delle quali abbiamo 
esposte le regole, si è supposto ohe le quantità algebriche 

operazioni coma in Ile frizioni nuinprit-ho. Gli esempi clie 
seguono faranno abbastanza conoscere il modo di eseguire 
simili op orazioni. 

10u Sa 
" 174' 17* S< " 
5« !0o Sa Eh— 10«+3n _ jta 
' 17* ~ 17* + 17* ** 17* ~ 17*' 

, 5L - 2 ±,- 
3ni Ora' 

— — _ 15g — %— aa _ 13ir-Sy 

0 4»t 3m firn = 12m = 12m 

0. * 
Sottrazione. Per sottrarrò da — la frazione - — seri- 



la scriveremo 
la— Sa a 



Addizione. Per addizionare tt-j, — - 



r addizionare lo frazioni — . — — > —, scrivere- 
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Moi.tiplicaziuni: K Divi-iuNv:. Esugnimino la multipli- 
■/azlone e la divisione coma negli esempi seguenti : 

0 * te' i " dp+dg' 

in »i/ & 5 P S x 

» ' ( «*' o 4ew' ? ^ ' 

* — # " a(ì— a) " ai— «j; 
Us«nii va/ione. Siccome — (x — a) =-a — x, e — («— ì) 

■ ■ b—x, sarà ^— — — - — ~- — - — - ; diluirne e lecito 
b-x -{z-h) a-ù' 

congiare i segui a tutti i termini del numeratore, purché 
sì cangino a tulti i termini del de nomina (ore. 



CAPITOLO IH 



POTENZE F, RADICI 
Teoremi 

sulle potenze delle quantità algebriche 

29. Per potenza »i ml di a intendendosi il prodotto di 
-■•i fattori tutti uguali ad a, deriva che per definizione del- 
l' esponente si eleva ad una potenza m una quantità dan- 
dole l'esponente m. 
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30. La polenta m=» di un prodotto è uguale al pro- 
dotto delle imlen.-c in 1111 ' de' suoi fattori. 

Infatti la potenza ni™" di (r?i o (<ii) ln dovendo espri- 
mere il prodotto di m fattori ab, cioè il prodotto di ». 
fattori a con m fattori *, sarà {ai)"i=fl l "im. 

E peroio si eleverà a potenza un prodotto elevan- 
dovi ciascun fattore. 

31. La potenza m™ di %n quoziente è uguale al quo- 
zinnie delle potenze in 1111 ' del xv.Mtwnlom e dH denoMìitatore 



Infat 




esprimere il prodotto di m fattori a diviso pel prodotto di 

in fattori 6, sarà \~j = ~. 

E perciò si eleverà a potenza ima frazione elevan- 
dovi il numeratore e. il denominatore. 

32. La potenza m'" :, dl tata potatoi n«>ji ottiene mol- 
tipllcando u per m. 

Infatti la potenza mn» di o», ossia (a»)™ dovendo 

ji Tattori a, (a")"' esprimerli „»t fetori a, onde" sarà 

<«»)-- 

08SEBTA2I0HB. Siccome (o n ) n -= a™ 11 = a™ , sarà (a")™ 
- («-)■. 

33. tff moltiplicano più potenze di nna stessa quantità, 

ytWHiiiiw/o n sù/l.ra.;ido , t i; rspa»etit>. 

Infatti [13) u'"u"=a m -f-»; e (22)— = 

Osserva zionh. Le regole sopra stabilite si estendono 
ancora al casn degli i^ponenli negativi. 
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Infatti poinhè a/~ a — —. snrà (a - " 1 )" = 

1 

Nullo stesso modo si ragioni por gli altri teoremi. 

Teoremi Mirile radici delle quasi Iti! algebriche 

34. Sì chiama radice m m di una quantità quella 
quantità clic elevala allni"" potenza da la quantità data. 

Spirili; ria cii'i clii! va'" -ti. porcini elevando a alla poten- 
za JJi m " si ba a m . 

Segna ancora ohe (va) V a"'. Infatti chiamando 
x la radice di o, avremo i 1 "" a, e sostituendo ad a 

il suo valore v'a, sarà fa)--.-** 

Osskhvazione. La seconda radice si chiama quadrala, 
la terza cubica, a quella guisa che si chiamano quadrato 
e cubo ia seconda e la terza potenza dì una quantità. 

:i.ì. La radice m'>" di m prodotto i vomii: al prodotto 
delle radici va"" 2 dei singoli /attori. 

Infatti poiché (30.34) (?a j/*J l "^V«"' 

sarà \'hò ' T/a yi. 

30. La raitici: \a'--'di >!ti qn-j-J.-yiilc è k;/ku(ìt (rf quozienti 
dette radici in 1 "" i/e; ìii'aiera/ore e dei dt nominatore. 
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Infatti poiché (31.34) (~) — ~^ *- -f-, ESrk 

V?' v* 3 " 




37. £n rarffcf i:>"' [ ' di vna potenza n™j'i ultime, divi- 
dendo l' esponente della potenza per il grado della radice. 

Infatti (a" 1 ) = a~=- a". 

IJuesia uguagliali/,:! mostrando t;liu \ia"^a"\ dice 

ancora dia una quantità coìr esponente frazionario a«< o- 
sprinie la radi™ m 1 "» di a". 

38. La radice ni™ U estrae dalia radice n m " di una 
quantità cambiando nrl prodi >l/o «m « i/TOito ife/irt radice. 

Infatti (37) \/và™ \/lp—a™ — v"^ 

39. 5V e/eca aZfa potenza n Ja raifM m 1 "* «no jKon- 
ifV'ì' elevando questa quantità aliti potenza n. 

Infatti (Vo) - (a™) — o5 — Vi?. 

40. Una radia: del gradii m si canijia net grado imi , 
alzando alla patema n la quantità da citi si eslrae la radice. 

Infatti Vn = om = n«in = ya". 
Osservazione I. Coi prineipii stabiliti sarà opevol cosa 
eseguire il calcolo dalla radici delle quantità algebriche, 
purché si avverta che quanto alla somma e alla sottrazione 
non differiscano le medesime che nel segno e nel roef"- 
li ci ente. 
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Osservazione II. Il sogno da cui dov'esser preceduto 
il valore di una radice verri deterrà inaio e dalla quantità 
da cui si deve estrarre la radice e dal grado di questa. 
Stabiliremo per regola generale ohi: se U radice è ili grado 
inipari . e,ì;;a avrà i-j •.-Xc-.-u txgttu della quantità da cui èi 

estrao; onde Va : '^a, e V — a- 1 - — a, porche (a) 3 — a 3 , 
e (— o) 3 =— aX- «X- a=— a 3 : se la radice è di grado 
pari e dove estrarsi da quantità positiva, come nell'esem- 
pio Va=, la radice avrà il doppio segno + , e sarà +a, 
potendosi avore a- tanto da aXa, quanto da — aX — a: se 
-la radice è di grado pari e deve estrarsi da quantità ne- 
gativa, essa non sarà nè positiva nè negativa, perchè un 
numero pari di fattori, positivi o negativi che siano, non 
può mai dare un prodotto negativo; onde le radici pari 
di quantità ne^itue non esistono. Questo radici si chia- 
mano assurde o immaginarle, 

Osseevìzione III. Abbiam veduto (37) cho la radico 
)ii m "' di una potenza n 1 "' 1 si ottiene dividendo l' esponente 
della potenza per il grado della radice, Quando il quoziente 
di tal divisione sia un intero, la radino sarà evidentemente 
una quantità da potersi determinare, in caso contrario sarà 
impossibile averla con precisione. Questo radici si chiamar: 
no irrazionali o incommensurabili, 



«jaadrato del mi unii 

41. La seconda potenza di un numero, ossia il pròr- 
dotto di un numero per sé slesso, si chiama quadrato di 
questo numero. Il quadrato dì 8 sarà 8 1 — 8X8— 64, 
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42. TituREii*. // quadralo di ini numero composto dì 
parti è uguale al quadralo delia prima parte più il doppio 
prodotto di essa in tutte quelle che la seguono, al quadrala 
delia seconda parte più il doppio prodotto di essa in tutte 
quelle che la seguono, n! quadralo della tc?:a parie più ecc. 

Infatti siano a, li, c, d ecc. le parti >ìi un numero 
qualunque, e si facciano i quadrali ili due, ili tre, di quat- 
tro parli ecc. avremo : 
(a+i)l=a''-i-2ab+b- 
(a-i-i-(-c)s=a ! -f-3aJ+2ac-i-J'-l-2iiH c" 
(a i i-t-c+d)- —a i -t-2ai-t-2ac-*-2ad-i-i'>-{- 2&+2W4-c= 
-t-2c^^-l^ì , . 

Essendo evidente la leg-fre con cui procedono tali 
quadrati resta provato il teorema. 

Osserva? tosi;, (j)inc cor(i|!:iri(> di quculo Ifiircma si 

unità, sarii (d-*-ii)- ^- d"-t-2du-t-n-, cioè fi quadrato di un 
numero composto di diecine e di unità è uguale al qua- 
drato delle diecine, più. di'n rvl/r il prodnlto delle diecine 
per le unità, piit il quadrato delle unità. 

4H. Troni! ma. TI quadralo di un proibitili è uguale al 
prtidotto dei qnwlniti de' siati fattori. 

Infatti sia aXbXc un prodotto, il suo quadrato sarti 

Segue di qui, clic per inalzare a quadrato un nu- 
mero busta alzarvi i suoi fattori , c viceversa. 

Questo teorema e pure l'onsc filicina del teorema (30): 

la patema in™ di un prò/lotto è ugnate ai prodotto ilclic 
potane in"" 1 de' suoi fattori. 



44. Teorema. /( quadralo di i'ii iji'w.iente è ittmale ai 
quadrato del ditìdtudo diviso pel quadrato del divisore. 

Infatti sia-^-uu quoziente, il suo quadrato sarà 

b x i = w ■ 

Dunque por alzare a quadrato una frazione basta 
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•15. Teoniiiu. Il i/ii.ad,-uU) ili vii numero intero non può 
terminare per ninna delle cifre 2, 3, 7, 8. 

Uu numero qualunque intero può sempre conside- 
rarsi composto di diecine e di unità. Siano IO n lo diecine 
e p lo unita. Il quadrato di esso numero sarà (10ji-t-j;) ; 
^100fi ! -t-20nXp+p J . Le unità di questo quadrato saranno 



r-c re clic uno ilei seguenti numeri 1. I. ',> , Hi. 2», 'M , 
49, 64, 81; la cifra adunque dello unità del quadrato di 
cui si parla non sarà mai nessuna delle cifre 2, 3, 1, H. 

4(1. Ti>qtii;ìia. Il quadralo di «« numero intero non pvà 
terminai? eoa un numero ìmpari di zeri. 

Si può ammettere come evidente elio so il quadrato 

minerà per zero. Ora è chiaro che se un numero termina 
per uno zero, cioè se esprime diecine, il suo quadrato 
esprimerà centinaia, ossia terminerà por due zeri; so un 
numero termina per due zeri il suo quadrato terminerà per 
quattro zeri , a così via seguitando, 
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47. Tuonasi*. Un numero pari non divisibile per 4 nv>t 
è wji quadralo per/elio. 

Infatti è evidente che se il quadralo di un numero 
e pari, sarà pari ancora esso numero. Sia questo 2m; il 
suo quadralo sarà 4:>i-, ili visibile r-vi(k-n temente per 4. 

48. Teohehà. i n numero impari che diminuito di una 
unità non sia divisibile per 4 non può essere va quadrato 
per/elio. 

Infatti se il quadrato di un numero impari cb Sa- 
ro che sarà impari anche esso numero. Sia fisso Sn-t-l, il 
suo quadrato sarà (2n+l)~ ■= 4n ! -f-4n+I , che diminuito 
di una unità è evidentemente divisibile per 4. 

49. Tbormsia, H quadrato di una frazione non può et- 

Sia — una frazione, che supporremo ridotta alla 
sua più semplice espressione. Il suo quadrato sarà — : ora 
essendo a primo con b, anche a' sarà primo con b", per- 
cht a- non putì contenere fattori diversi da quelli di a, 
nè b* fattori diversi da quelli di b. 

60. Tsdbkma. Il qaadi'alv -li »n i/ttali'nqne numero ha 
il doppio o il doppio meno una delle cifre di esso numero. 

La dimostrazione di questo teorema si ha dalla sem- 
plice osservazione alla legge seconda cui procedono i qua- 
drati dei più piccoli numeri di una, due, tre ecc. cifre, 
come si vede nel seguente quadro: 
]*— 1 
I0? = lu0 
I00 ! = 10000 
1000'- 1000000 

ecc. eoe. 
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È chiarii infiliti dir 1 quadriti i ilei numeri otimin'csi 

fra 1 e 10, cioè ili una cifra, dovendo essere maggiori ili 
1 e minori di 11)0, avranno una o ilue cifre; che i qua- 
drati dei numeri compresi fra 10 e 100, ossia ili due ci- 
fre, dovendo essere maggiori ili 10(1 e minori [li 11)000, 
avranno 3 o 4 cifre ecc. conforme avevamo cu li urlato. 

■Indice quadrata del numeri 

51. Sì chiama radice quadrala di un numero la quan- 
tità, clii! mu^iptìuaUi [>i:t : : i ■ ìvtidc- il numero ikttu. 
Cosi, radice quadrata ili A •• 2. o.-«i;v V IÌ4--8. 

rare (estrarre) perfettamente la radice; in caso contrario 
essa non potrà aversi perché non esìsto. Infatti so questa 
fosse un intero, moltiplicata per se stessa darebbe un qua- 
drato perfetto, il che è contro l'ipotesi; se fosse una fra- 
zione il suo quadrato nou sarebbe mai mi intero. Queste 
radici che si chiamano trraztonalt o t*conimenturaÌili non 
si potranno avere che con una data approssimazione, e in 
tal caso esse non saranno radici del numero proposto, 
ma radici di un quadrato più o meno prossimo al delio 

Vediamo il modo di estrarre la radice quadrata e- 
sattamentn da un numero quando sia questo un quadralo 
perfetto, e cu» una tiala ttpjirv;::;>ìiia: ; <M-: (piando non Io sia. 

52. Vogliasi la radice quadrata di un numero com- 
posto di tre o quattro cifre, e sia questo 0241. La sua 
radice, come sappiamo, avrà due cifre, e perciò la potremo 
dire composta di diecine e di unità. Chiamo d le dieci' 
ne ed u le unita; il numero 6541 sarà uguale a (iìH-«) ; 
^d"+2dii-i-ii", cioè al quadrate delle diecine, più il doppio 
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unità. Osservo die lo di eoi oc alzate a quadrato danno cen- 
tinaia, ondo la cifra delle diecine -lutln indice non In tro- 
verò dio nullo «a centinaia; quindi fatta astrazione dalle 

più prossimo a 62. e vedo che ò 49. La radice dì 40 è 7, 



più il quadrato delle unità, ossia 2(f«-H»==tf(2rfH-«). Di- 
videndo il resto 1341 por il diqqiio dello diecine unito alle 
unita, ossia dividendo «(2<H-*) per 2***, è chiaro che il 



minalo cosi il valore di dotta cifra clic trovo uguale n 9, 
siccome per ipotosi il numero dato è un quadrato perfetto, 
il prodotto di essa per 2i!-t-li dovrà essere uguale a 13-11. 
Infatti 149X9=1341, 

Ove il prodotto di essa per 2rf-H' fosso un poco minore 
di 1341, il resto indidicn'l'bo i?lio il numero dato non è 
quadrato perfetto. Ecco il modo in cui può dUporsi il 
tal colo ; 

V 0241=97 

resto . . 1341 
v(Sd+»] . - 1341 



ii:ì. Si debba ora Ritrarre la milieu quadrata ili un 
numero ili 5 o G cifre, e sia questo 59049. La sua radice 
quadrata avrà tri; cifre; ondo sarà composta di centinai», 
diecine ed unilii. Però siccome le centinaia noti sono elio 

posta soltanto di diecine mi unilii; e cosi il ninnerò 59049 



saranno espresse da più di una cifra. 

Ciò posto, osserveremo che il quadrato delle diecine 
della radice deve trovarsi nelle centinaia; onde per trovare 
queste diecine liisu-jiiBrìt frinì astrazione dalle ultime due 
cifre a destra o cercare la radico di 530. Ora 590 è un 

con un avanzo di 14 centimia (dico centinaia perchè sono 
l'avanzo del quadrato delle diecine tolto già dal numero 
proposto). 

Se al resto 14 centinaia aggiungo le 43 unita, il nuo- 
vo numero 1443 esprimerli il doppio prodotto delle diecine 
24 por un corto numero di unita, più il quadrato di que- 
ste unità. Adunque cosile ne! ] ■ rìm--> clsso divido pel doppio 
di 24 diecine, cioè per 480, il resto 1449, avvertendo che 
il prodotto di tao più le unità, per queste unità non su- 
peri il 1449, e troverò la cifra delle unità che è usualo 
a 3. Siccome poi il prodotto di 483 per 3 è precisamene 
uguale a 1449, concluderà che il numero proposto è qua- 
drato perfetto. Ecco il calcolo: 



■J2 




144U 
1449 
0 

ìl ragionamento tenuto nell'ultimo dei due esempi ar- 
rediti si può applicare alla ricerca della radice quadrata 
di un qualunque numero intero, e perciò puossi stabilire 
la seguente regola: 

Per tstrarrt la radice quadrata ila un numero qualun- 
que intero s'incoia inda ila! diriderlo in classi di due cifre 
ciascheduna coniando da destra a sinistra, non cifrando che 
l'ultima classe risulti di una cifra sola: si estrae quindi 
la radice da quest'ultima classe (la prima a sinistra), e da 
esm classe si sottra il '/patinila dulia cifra trovata per ra- 
dice. Il doppio di questa cifra seri-mi a finita di divisore, 
pel quale dividesi il nuii)ero die viene n furinar-ii ahbas- 
sando accanto al resto la classe seguente. Il quoto così ot- 
tenuto ci dà la s'xuitiìn ci fra delia radice, e deve essere 
scritta a destra il-'Ha prii.in cifra già calcolata e a destra 

rata, se ne sottra il prodotto dal nnhirro che ha serrilo da 
dividendo, si abbassa accanto al resto la classe seguente, si 
raddoppia il quoto che seirirà da nuoto divisore, si ritorna 
a dividere e traviamo così la terza cifra della radice. Ripe- 
tendo la stessa serie di operazioni finché esistono classi da 
potere abbassare, trineremo la radice che cercammo. 

Osservazione I. I prodotti che si formano por ogni 
cifra clie risulta in radice si posson sottrarre senza seri- 
Tedi sotto i numeri dai quali debbono essere sottratti, 
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OssbevAzioHe IL Se abbassata una classe ne risulta 
un mimerò minore eli quello pel quale dovrebbe dividersi, 
ciò indica che la nuli contiene nemmeno una unita 

dell'ordina corrispondente Ma da.-.-e abbassata, e quindi 
in lai coso bisogna segnare zero in radice e calcolare la 
t'Irido seguente. 

Ossbhtahonr III. Poiché si ottieoe una cifra in radice 
per ogni classe che viene abbassata, oltre la cifra che ri- 
sulta dalla prima classo, segue che dal numero delle classi 
potremo sempre conoscere il numero delle cifre della radice. 

Esempio [, 



54. Se vuoisi estrarre la radice quadrata da una fra- 
ziono ordinaria, si o;ti;ri;i r>.sa radico astrae n do la, secondo 
la regola stabilita , prima dal numerarore , poi dal deno- 
minatore. Una frazione ordinaria infatti si alza a quadralo 
alzando a quadrato il nume rato re e il denominatore; è evi- 
dente dunque elio si otterrà la sua radice estraendo^ dal 



V'8B398060 = 9402 




00380G0 
Resto 00456 



Ebevpio li. 



v :umr.ms ^ 19044 
262 f ai» 
016739 3804 
152336 38084 
0 



numeratore e dal denominatore. Così 
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Aggiungerti che por avere la radice di mia frazione 
non importa estrarre duo radici come si è indicato; ba- 
sterà estranio una sola , purché facciamo in modo olio 
uno dei suoi termini diventi un quadrato perfotto. Invero 

\/— = ™ — — Basterà, perciò trovare la radice qua- 



r>fi. Da una frazione decimale si astrae la radice qua- 
drata non altrimenti olio 'la un numero intero, colla sem- 
plice avvertenza di render pari coll'up;<riunta di uno zero 
il numero dolio cifre decimali qualora non lo fosse. E ciò 
<■ necessario per la rag-ione chi!, alzando a quadrato una 
fraziono decimalo, nel resultato vicn sempre a separarsi 
un doppio numero di cifre decimali che sono nella fraziono 
da alzarsi a quadrato. 



■lattice quadrata 



Òli. Proponi amoci ora di trovare etili quella approssi- 

drata di un numero a ìmìio ili vita muta e il massimo 
numero intero contenuto nella radice quadrata di questo 
numero; ossia è !a radice del massimo quadrato intero con- 
tenuto in esso numero. Cosi la radice quadrata a meno di 
una unità del numero 30 è 8. T.a vera radice infatti di 39 
è contenuta fra fì e 7. 



3!, 

Ciò posto no viaiio il seguente 
Tuonisi.!. I.a radio: i/«<uli-ata a meno di una unità di 
VH numero /Tallonarlo è ugnate alla radice quadrala a 
menu di mia unità delta san parte iatem. 

Si abbia infatti il numero 7845,268; la radico qua- 
drala a meno di una unita ili questo numero sarà, sommilo 
abbiamo dotto, la radico quadrata ilei massimo quadrata 
intero contenuto in questo numero; ina il massimo qua- 
drato intero contenuto in 78+5.2(18 è e vi. loti te in ente quello 
stesso elio è contenuto iu 784 ó , onde il teorema cuun- 

57. Ora sia M un numero qualunque, e.-so putrii sem- 

MXn' 

ine porsi sotti) la forma ■ — ^— , e quindi 




sarii compreso fra — e — -, La differenza fra questi due 



limili è — , e perciò l'errore dio si commetta nel prender 
l'uno o l'altro di questi due valori dilferirii dal vero per 



Possiamo dunque stabilire clic per eslrarre la radice 
quadrala da vii numero JI a memi di — bisogna eslrarre 
•i meno di mia unità la radice quadratu del prodotto MXu ! 
e dividere il resultato per a. 



:!fi 

Esbupjo. Per estrarre la radice quadrata a meno di 
-j- iial numero moltiplicheremo per 7 ; , ossia per 49. 
73 3577 2 

— , ed avremo — — = "15 — : la sua radice quadrata a 
meno di una unità è quella stessa di 715, cioè 26; a per 
conseguenza la radica quadrata a meno di -i- del numero 
— sarà — o anche se vogliamo —■ 

Y illutazione in decimali della radice quadrata 
di un numero Intero o frazionarlo 

ÌÌ8. OiiiM'knamo un r.umrro \1 intero o iVnzioiini-if . 

e se ne voglia calcolare la radice a. meno di Secondo 

la regola prei'cdi'iite bbngiiwebbe : 1° moltiplicare M pel 
quadrato di T t.-truni a mr-no ili una unità la radice 
quadrata del prodotto; 3° dividere il resultalo per 10". 

A questa tegola generale- possiamo in questo caso 
sostituire la seguente, la quale è più comoda, e d'altra parie 
non abbisogna di dimostrazione. Si esliwjgn la radice quii' 
drala dal nummi dato sia intero, sia fi-azionario (si in- 
tenti!! i;he la fr;iii'!i!>; .via -lecL'nalf . isi'l cuo uoiilriirin vi 




virgola laute ellissi di zeri quante più cifre noi ragliamo 
in radice, cioè ima classe se togliamo l'esattezza nei deci- 
Mi , due se nei centesimi 
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Esempio I, Vogliasi la radice di 481 esatta liei deci- 
ini, avremo 



Esèmpio II. Vogliasi la radice di 0,117 esatta nei mil- 
lcsiml, av renio 

Vo,ii7ooo = o,342 

270 | 64 
1400 682 



Sugli Incommensurabili 



capitolo di far distinzione tra lo radici osatto o razionali, 
e le radici din non si possono avere esattamente o irra- 
zionali. Queste ultime radici danno origine alle quantità, 
incommensurabili, In generale ai chiamano commensurabili 
o razionali quei numeri ohe hanno per misura l'unità o 
una sua parte aliquota (la metà, il terzo, il quarto ecc.). 
Tali sono tutti i numeri iuteri e tutte le frazioni ordina- 
rie , quale sarebbe — , perchè la quarta parte dell'unità è 
3 

contenuta 3 volte in — . Al contrario si chiamano incom- 
mensuràbili o irrazionali quello quantità che non hanno 



sappiamo potersi avere a meno di >/t 
ossia che si possono trorare due vs 
fra ili essi il valore (lolla radice irrazi 
lunque di es.ii sì prenda, l'errore sii 
siamo dunque stabilire ii seguente 

Tbobbh». Si possono sempre Ira* 



traimi) iiisu^vtliir.-;: u rutto i^^iillo < hi'i'iiziom cm v:in sog- 
gette le quantità razionali , tenendo ferino che alle irra- 
zionali sono sostituite quantità razionali che da quelle 
il ineriscono d'una quantità cosi piccola da non doversi va- 
lutare. E perciò non è sulle quantità irrazionali che si 
eseguiscono propriamente operazioni, mentre non sono mi- 
surabili, aivvero sopra le razionali che da quelle non dif- 
feriscono d'una quantità da doversi tenere in conto. 



CAPITOLO IV. 



PROPORZIONI 



Proporzioni geometriche 

GO. II quoziente della divisione di due quantità a, b 
può avere un doppio significato. 0 i duo termini della di- 
visione sono omogenei, e allora il quoziente esprime un 
numero (astratto) die indica guante xolte il divisore a con- 
tenuto nel dividendo: o il dividendo è un numero concreto 
e il divisore è un numero astratto, e in tal caso il quo- 
ziente i omogeneo al dividendo, e indica quella parto del 
dividendo che il divisore esprime. 28 ,iM : = 7 ; ossia 
il rapporto di 28 lire a i lire e 7; cioè 28 lire contengono 
4 lire 7 volte. — 28 lira : 4 = 7»™ ; ossia la quarta parie di 
28 lire è 7 lire. 

Il quoto di due numeri astraiti, come quello di a 
diviso per b, esprime tanto la i™ parte di a, quanto il 
rupporlo di a a b. 

Bella tuona clic veni amo svolgendo supporremo che 
le quantità paragonabili siano ^tliU'Il'.^c omogenee, e che 
perciò' il loro quoto esprima il rapporto o rag-ione del di- 
videndo al divi-ore ut 1 primo ?nn*o die più .-opra abbiamo 
stabilito; avvertendo lin d'ora che ove por certi cambia- 
menti che faremo nel corso delle operazioni dividendo e 
divisore non conservino la detta omogeneità, il loro quoto 
indicherà non più il detto r ap porlo , ma quella parte det 
dividendo che esprimerà il divisore. 
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È poiché è. evidente che ciò che dicesi di più nu- 
meri può applicarsi allo grandezze, loro corrispondenti e 
viceversa, per maggioro semplicità sostituiremo a quantità 
concrete numeri o quantità astratte in tutto ciò che ap- 
presso diremo, e chiameremo ragione o rapporto il quotOj 
senza alcuna distinzione dei due .signi lìbiti in cui abbiamo 
detto potersi prendere, di un numero diviso per un altro. 

CI, L' uguaglianza di due ragioni forma una propor- 
zione/ e poiché nyjii rapitine consta di due termini, quat- 
tro saranno i termini di una proporziono, o si dice die 
due di essi sono proporzionali agli altri due perché il quoto 
dei primi uguaglia il quoto dei secondi. Corti se a, ì>, c, 
d sono tati quantità elio il quoto delle prime duo sia u- 
guulc al quoto delle nitro due, si dice ohe a, ì sono pro- 
porzionali a e, d e formano una proporzione che si scrive: 

a :b: :c:d, 
e i-i legge : a sta a b, come c sta a ri. 

OssBttV AZIONE I. E da avvertire ohe il (juoto di due 
quantità può essere intero o frazionario, maggiore, uguale 
o minore dell' unità. 

Ctei Bit va 7.11 ini, 11. K evidente che la ] in )]n ir/ione a,:b\\c.& 

d, esprime pure che b diviso per a uguaglia d diviso 
pere. Questo secondo modo di leggere una proporziono c 
conforme al modo generale di leggere una progressione, 
ulte, come vedremo, è una serie di ragioni uguali; onde 
anche noi leggeremo cosi qualunque proporzione, inten- 
dendo cioè che la prima quantità sia il divisore e la se- 
conda il dividendo. 
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Osservazione III. Sa il terzo termine d'uno propor- 
ziono b uguale al secondo, la proporziona si chiama con- 
tinua. Tale sarebbe la seguente 

a : b : : b : c 

Che sorivesi ancora 

a:b:c. 

Ossbbvazionb IV. Dei quattro termini che formano una 
proporziono il l°e il 3° si chiamano antecedenti, il 2° e 
il 4° conseguenti; il 1° e il 4" estremi, il 2° e il 3° medit. 

62. Teorema I. In ogni proporzione il prodotto degtt 
estremi e uguale al prodotto dei medi. 

Dopo quanto si È detto sulla natura delle propor- 
zioni à chiaro che il secondo termine non è che il primo 
moltiplicato per la ragione, e il quarto non è che il terzo 
moltiplicato per la stessa ragione. Si chiami q la ragione 
dei primi due e degli ultimi due termini della proporzio- 
ne a : b : : e : d; a questa potremo sostituire la seguente 
a - aq : : c :.cf. It prodotto dogli estremi è acq, e quello 

sti prodotti composti dei medesimi fattori. 

Osservazione I. Se la proporziono e continua, poiché 
i duo medi sono uguali , il teorema enunciato si converr 
(irà nel seguente: Il prodotto degli estremi è uguale al 
qiaidi-alo del medio. 



a II. In conseguenza del teorema stabilito, 
deriva che può trovarsi uno qualunque dei termini ili una 
proporzione essendo noti i rimanenti. 

I;i priiliovifiiifi a : ìi : : r, : d ; -Mtrh ad -- hi. In- 
dicando con p il prodotto tanto degli estremi, quanto dei 
medi, avremo wl=p, bc^p. ^ poiché il prodotto eli due 
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fnttori diviso per uno di questi fattori dh in quoziente 

p p bc bc 

l'altro fattori?, sarò a — ~-, e rf = —, cioè a , £=■ — . 

ai ni/ 

Hello stesso modo si avrebbe i — — , c — — E perciò in 

ogni proporzione un fermio è n^i;:i!" al prodotto dei m dì 
diviso per l'altro estremo, e un medio è uguale al pro- 
dotto degli estremi diviso per l'altro medio. 

Se la proporzione frase contìnua, come !a seguente 
a :b.:b:c, avremmo ae = li 1 , e perciò a = — , e t — Voc 

estraendo In radice dalle due (|iiantità ngnali oe. Per- 
ciò l'estremo dì una proporziona continua è ugnale al 
quadrato del medio diviso per l'altro estremo; i! medio (la 
media geometrici di due rjiiiint itii ) è usurilo alla radice 
quadrata del prodotto degli estremi (delle duo quantità). 

che ii prodotto di Ha prima e delì'uUiinn sin vgvalc al pro- 
dotto delta seconda e detta te,':a , queste quattro quantità, 
saranno In proporzione..' 

Per dimostrare la verità delia proporzione a : b : : c : d 
fa duopo dimostrare essere il rapporto della l'alia 2", che 
chiamerò q, uguale al rapporto q, della 3" alla 4\ Ora 5— Oft 
i=cg,; ma per ipotesi od—Se, dunque acq,^=aqc: e questo 
due quan ti (ii ugnali divise per la (ju.inlitii odiuiine (^di- 
vengono q.-q. C:ii inili' a 1' iifj-icsfrii.-iiiza dèlie riirrioni . e 

perciò la proporzione tra le quattro quantità a, 6, e, d. 

Osskhvazionk, Coinè in virtù del primo teorema sta- 
bilito ria una proporzione si può passare ad una ugua- 
glianza tra il prodotto dei medi e quello degli estremi, 



iqi 



m~~pq, 

m:p::g 



X 



64- lu -virtù ili 
dar luogo a raolt 
cambiamento dì pi 




d 



invertendo i : a : : d : e 
alternando o permutando a: ci ili .d 
alternando o permutando d : b : : c : a. 

Queste tre proporzioni ed altre molte, che In sìmil guisa 
potrebbero depurai dalla prima a : b : : c : d , souo tutte 
vere essendo in esse costfiiitc'iiioute il prodotto degli estre- 
mi uguale al prodotto dei medi. 

quoto non si altera sa ne'duo termini si divide o si mol- 
tiplica contemporaneamente per la stessa quantità, e due 
frazioni uguali non cessano di essor tali se i numeratori 
soltanto, o soltanto i denominatori siano moltiplicati odi- 
visi per una medesima quantità, poiché una proporzione 
è uguaglianza di ragioni o quoti, si potranno ad una prò? 
porzione far subire moli issimi eans'iauicnti, come si vede 
□ella tavola seguente. 

Da a : * : : c : rf 

bì ha . . . . l.'am : bm : : cm : dm, 



2° am : bm : : c : rf , 
3." dm : b : : cm : d, 
t.'a; bm : : e: dm. 
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a 

5. 'am : (m : : en ; dn, 

6. ° ani : ini : : em : in, 




Queste proporzioni sono vere perche l'f yrnaylirtii/.ji ilei qiioli 
non è alterata. Ciò potrebbe ancora provarai osservando 
che il prodotto degli estremi è sempre uguale al prodotto 
dei medi. 

Osservazione 1. Deriva da tutto ciò che due quantità 
stanno fra loro come le loro molteplici o su mino ltep lini ; 
ehè possono molti] il icnrsi o dividersi per una slessa quan- 
tità i soli antecedenti o i soli conseguenti eoe. 

Osservazione II. La sesta trasformazione 

ci aia a dire che tu Ai quattro grandezze la l'aita 2*ha 
la stessa ragione che la V aì.a 4*. ancora IVquimolti-pliri 
della l"e 3' prese secondo qualsivoglia numero, parago- 
nate coH>quimi>tIeplici della Te 4." prese s?coadu qualsi- 
voglia altro numero avranno sempre fra loro la medesima 
ragione. Donde iinmediuliir.enle deriva la proprietà, cho 
so la molteplioa della prima ò maggia, » uguale, o un- 



mire della molteplice della ^l'omla . ;irdif In molteplice 
della tema dovrà essere sempre uia^itiru . uguale o mi- 
uure il«»i!a nioi'eplin- (iella l'iiaru, sii'comu 'lice l'uyiia- 



La proposizione inversa che cioè -in due ragioni 
disuguali non si verifica stmprt la proprietà degli equi- 
molteplici è u^u^l-iiivili.' ivi 1 ;;. A IjI ■uìu-jì infarti Ju-j ra^ioiii 

disugnali -j-, 3i prendano gli eqnimoltepliai del se- 
condo e quarto termine secondo il numero li, e gli equi- 
molteplìci del primo e terzo secondo il numero a; le due 



in 



queste due ragioni la proprietà degli equi molteplici evi- 
dentemente non si avvera. Deriva da qui che se in ogni 
caso si avvera la proprietà degli equimolteplìei le due 
ragioni sono uguali, perchè se fossero disuguali, come 
or ora sì e dimostrato, detta proprietà non sempre si av- 
vererebbe. 



6tì. Teduesia III. / tmunl di mia stessa proporzione, 
possono elevarsi all'in"" 1 potenza, o se ne pitò eslrarre la 
m m!i radice, e si /urinerà timi unum pro/iorztm». 

Dalla proporzione a : b : : c : d si ha ad^bc. Ma le 
»J mo potenze e le radici ìn mc di quantità uguali sono u- 
guali, onde avremo: 

V5J = Vfc; 
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donila abbiamo : 

Vi Vi -Vi Ve, 

67. Teorema IV. In qualunque proporzione la somma 
del primo termine e del secondo s'a al l°o al 2°, come la 
somma del terzo e quarto sta al 3" o al 4° 

Dalla proporzione a : b : : c : d dico potersi avere : 

a-t-i : b : : c+d : d. 
A provare la verità ili queste due ultime propor- 
zioni si pongano in luogo dì b e d i rispettivi valori aq, 
cq; si avrà: 

a+aq : a: : M-cq : c , 
a-t-aq :aq: : C+cq : cq ; 

a{\+q):a::c{\+q):c, 
0(1-»-?) : aq : : c{l-¥q) : cq. 

Queste proporzioni sono vere perchè il rapporto dei 
termini della prima o — , e il rapporto dei termini della 




68, Teoiuma V. In qurthiìtqv propina ione la differenza 
tra il P termine e il 2° sta al Po a! 5', come la differenza 
fra il 3" e il 4" da al T o al A." 
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«p-f):«::«(l-f):fl, 
0(1-?) : aq : : c(l-j) : c?. 

Questo proporzioni sono vere porcili il rapporto dei 
termini della prima è r—, e il rapporto dei termini della 



fi9. TronEMA VI. la q>'-:i»;i'/:'.- pmpor;ione la somma 
det/li antecedenti sta aita somma dei conseguenti come un 
antecedente qmlimqt/e sta al suo conseguente. 

Infatti rappreseli Unirlo al solito ciascun conseguente 
per mezzo del relativo aiil'niriijule e della ragione, la 
proporzione 



la somma dei conseguenti nq-i-cq, o^sia q(a+e) hanno per 
ragione q, la mg-ione stessa che il primo <i ha al secondo 
aq, o il terzo e ha ni quarto eq ; onde si potrà dire che 
a+e : S-t-d : : a : ò, 

oppure 

a-H : b+d ::c:d. 
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70. Teorkma VI], Xt> dui' ;>n>)ior:. : v<ii Intimo un rapporta 
comune, gli altri due rapporti formano «ita proporzione. 
Siano le due proporzioni 

a : b : : c : d, 
e:f::c:d. 

Essendo i due rapporti a : b, c : /uguali ciascuno al rap- 
porte c : d, saranno uguali tra loro: ma una proporzione 
è 1' uguaglianza di due rapporti, dunque 
a:b::e:f. 

Osservazioni: I. Fcrmutunelo 1« due proporzioni 
<l : * : : c : d, 
•:#::<:/, 

si ha 

a : e : : b : d, 
« -C ::*:/; 

e perciò 

» : i : : « :/. 

Dunque; &! due proj,i,r;ioiii huuiw i medesimi antecedenti, 
i conseguenti sono in proporzione. 

La proposizione inversa sì dimostra nel medesi- 
mo modo. 

Ossehy azione II. Poiché dalla proporzione 
a : b : : c : d, 

si ha (67 , fl8J 

04-8 : o : : c-t-d : c , 
a-è:a::c-d:c; 
permutando avremo 

a+b : c+d : : a : c, 
a—i : c—ii : :a :c; 
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a-l-S : c+tf : : 0-5 : C-i. 
e perciò : qualunque proporzione la somma dei primi due 
termini sta alta somma degli nilimi due come la inerenza 
di quelli sta alla differenza di questi. 

Osshuvazione III. Alternando le due proporzioni 

a : b : : e : d, 
e:h::f;.d, 

si ha 

a : c : : i : d, 
e:/::b:d; 

a:c::e:f. 

Da questa si ha 

a+e : c+f : :a:e, 

ed anche 

a-+e : c+/: :b:d; 
cioù: Se quattro quantità sono proporzionali, ed una quinta 
ha alla seconda la stessa ragione die usa sesta a/la quar- 
ta, ancora la somma della prima e quinta avrà alta som- 
ma della terza e sesta la medesima ragione che la seconda 
ha alta quarta. 

71. Teohemì Vili. Se si hanno dite serie di quantità 
tali clic quelle della prima jwese a due a due abbiano ugual 
ragione con quelle della seconda prese a due a due, la pri- 
ma all'ultima nella prima serie starà come la prima al- 
l'ultima nella seconda serie. 
Siano le due serie 

a, b, e, d 
m, n, p, q 
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tali che si abbia 

a : b : i m : « , 
b:c::n:p, 

poiché invertendo la seconda diviene 
c:6::p:n, 

questa o la prima avuiulo i conseguami uguali daranno 

a:e::m :p; 
e poiché invertendo la terza diviene 

d: c : : g :p, 
quest'ultima e la precedente daranno 

oppure 

Simili proporzioni dìconsi per ugualità. 

79. Teohema IX. hi -mìa sr/ic di ?o.;;~o»i vnita'1 la som- 
ma deyli anlwilenti ala alla somma dei eunseyv.entì come 
un aiitijcu'knie ijinihni'ji'e sin al svu cutiseijucnte. 
Sia la seria delle ragioni uguali 

dall' uguaglianza de' due primi rapporti si ha (69) 
a-t-e :b+d: : c:i; 

e poiché 
potremo diro 

a-l-c : i+d : : e :/, 

e di qui si ha (69) 

un e+« : S-HJ+/: :t:f. 
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a-\-c+e : b-t-i-*-/ : : g : h , 

donde al aolito 

a+c+e-t-g : b+d+f+h : : g : h , 

a-+c+c-i-g : H i+f+h ::m:n, 
e di qui si ottiene 

a+c-t-e+g+m : b-\-d-\-f+h+n ::m:n, 
come v ole vasi dimostrare. 

73. Teorema. X. I prodotti o £ quoti che nascono dai 
moltiplicare o dividere l ter,, lini d'ima proporzione per i 
■rispsllici di -Hn' ullrn , formaitù una proporzioni. 
Si abbiano infatti le due proporzioni 

a:b::e:d, 
e :/. :» ih. 

Il prodotto di esse termine a termine dà la proporzione 

ae:bf: : egida, 
la quale è vera per essere il prodotto de' medi uguale a 
quello degli estremi. 

Per la stessa rag-ione è vera la proporzione 



■ Osservatone I. Se invece di due le proporzioni fos- 
sero in numero m, è chiaro ebe il prodotto di tutte ter- 
mino a termine darebbe uno nuova proporzione. 

Osserva/ionb II. Le ragioni che nascono dal moltipli- 
care i termini rispettivi di altre rag-ioni si chiamano ra- 
gioni composte, e sono duplicate, triplicale ecc. se risultano 



dal moltiplicare i termini rispettivi di due o tre ragioni 
uguali tra loro. Cosi posto che sia u : b : : c : d, la ragio- 
ne oc : bd si chiama duplicata delle ragioni a : b, e : d. E 
poichù supposta q la ragiono di a : b e di e : d, la ragione 

ac : bd si cangia in ac : ai/Xcq = q" = — = — , diremo 

che te ragioni duplicate sono uguali alle ragioni dei qua- 
drati dei lenitinì delle semplici da cui derivano. 

Nello slesso modo puoi argomentare relativamente 
alle ragioni triplicate, quadruplicate ecc., e concluderai 
che le ragioni enmpiicate sono uguali alle ragioni della 
potenza iì ma dei termini di ciascuna delle semplici da cui 
derivano. 

74. Teorema SI. La ragione della prima alVnltima di 
pià grandette è uguale t'Ha ragìune. cwi posta- della prima 
alla seconda., della seconda alla (erta ecc. 

Siano a, l, c tre grandezze, e siauo q, q, lo ra- 
gioni di a : b, b : c; dico che a : c sarà la ragione com- 
posta delle due a : b, b:c, cioè qq, ossia ab : he. Infatti 

b c b boa 

poiché a — — , c^bq,, sarà — = S?,: — — -t~""??<i co- 
q a q # 

me vote vasi dimostrare. 
Proporzioni aritmetiche o equidifferenze 

75. La differenza di due quantità si è chiamata rap- 
porto aritmetico, mentre il quoto delle medesime si è detto 
rapporto geometrico , ed anche semplicemente rapporto. 
Quindi si è chiamata proporzione aritmetica l'uguaglianza 
di due differenze, cioè una eqnidifferenta. 
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Rappreseli tan ilu il conseguente per memi dell'antecedente 
o della rag-ione r, la formula analitica delle proporzioni 
aritmeticlie ó la se guanto 

a . tH-r : e . e+r, 

E poiché 6 chiaro che gli estremi a, c-\-r danno 
ima somma uguale a quella dei medi a-M; e potremo sta- 
bilire elio: In ima proporzione aritmetica la somma fogli 
estremi è uytmle all'I summit dei medi. 

OSSKBVAZIONB I. Dalla proporzione a . !i : c . d avendosi 
a-t-d—b+c, sb cliiaiuasi m ijncsta som imi :ivremo m—a--d, 
m~-d*=a, m—b—e, m—c—b, e perciò: In una propor- 
zione aritmetica vn esimio è volitile alta somma dei medi 
diminuita dell'altro estremo, e mi medio è uguale alla suin~ 
ina degli estremi d'-iiiiiuilii d,?."' nitro malia. 

Ossbrvazione il. Se la proporzione è continua, quale 
sarebbe a . S : b , e, il teorema ennnciino (7(i) si converte 
nel seguente: La somma degli estremi i: ugnale al dappiù 
del medio. Perciò in una proporzione aritmetica continua 
un estremo è uguale al doppio ilei medio diminuita dal- 
l'altro estremo, e il medio (medili nritiuciira di due quan- 
tità.) è uguale alla somisonima dogli estremi (dello duu 
quantità). 

77. Se quattro quantità a. b, o, d som lati che la 
somma della l'è della 4" sta uguale alla somma licita Te 
delta 3", queste quattro quantità sono in proj»or:ione a- 
ritmetica. 
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Sia (t+d=b-H; per dimostrare che ù vera la pro- 
porzione a .b-.Q .d basterà far vedere che la ragiona T 
•Ielle prime due quantità è uguale alla ragione r, delle ul- 
time due. Ora i=d+r, e+r„ dunque (H-c-t-r,-=o-l-r+e. 
Quest'ultima uguaglianza prova ohe r=r ( , e che quindi il 
teorema enuuointo u vero. 



Applicazione della (corta dei rapporti 



78. Due granili'//!.' si ridono ]iri.<jit»"hr,tali ijtfandij ii 
valnri della prima hanno ragione uguale a quella ilei il 



,i della seconda presi in 
5 ordine dei primi; è fN- 
;uale a iiuello degli altri 



rapporto fra m ed n è uguale a quello fra m, ad », le due 
grandezze sono tìUellanitute pmjiuriioiiali ; e se il rapporto 
fra ni ed « è uguale a quello fra :i. ed hi, le due gran- 
dezze sou ii tnxersai'imile propoi-zicnnli, l'ercuì il prezzo di 
una stoffa sarà ilirettamenln proporzionalo alla sua lun- 
ghezza, o la dura'» d'una ile: erro mata quantità di viveri 
sarà inversamente proporzionali: al numero de^li individui 



enei, e tali che il rapporto di due 
o uguagliare quello drgli "Uri due, 
, il quarto potrà sempre detenni- 



Iiarsi per mezzo della proporzione, cui l'uguaglianza dui 
i'Lip;iur!i ilii luogo. 

La regola del tre ha per oggetto di risolvere i que- 
siti che soddisfano allo tre condizioni sopra enunciate, ed 
altra didicolta non inchiude che di saper levare da un pro- 
blema una proporzione. 

Esempio I. Con lire 1850 sono stati comprati ettolitri 
di nino 48; rjmute lira si richiedermi no per comprare et- 
tolitri 1215 del medesimo tino:' 

Scritti i dati del problema nel modo seguente 

Ettolitri 48 L. 1850 

>> 12G » X , 

osservo che il rapporto fra gli Ettolitri è direttamente pro- 
126 x 

:.-.;;uui:,u.' ;i ■ , : l ■. "! I ■ : . : -. - 1 1 ■ ? I.ii'i'. uti'ìi' -i li » r!i<- < -- -, 

4& 1 o*>0 

per cui formo la proporzione 

48 : 120 : : 1850 : z, 

da cui si trac 

x 126X185 0 is . 6 2g 

Esempio II. JV. 25 operai limino fritto in, lo giorni mi 
dato lavoro: in quanto tei.rj/o faretèero lo stesso latori) 
jV. 17 operai.' 

Operai 25 giorni 15 

» 17 » x. 

Osservo che il tempo è inversamente proporzionale al nu- 
mero dcfrli operai, c che perciò sarà 

17 "l»' 
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da cui ai trae 

17 : 25 : : 15 ; 8, 

25X15 375 1 
x ~ 17 "r? n' 

RO. Negli esempi precedenti l'Incognita ilei problema 
aveva relazione ad una cosa soltanto; dipendeva cioè da 
una sola condizione, e perciò ia regola per sciogliere tali 
prohlemi si chiama regola del tre semplice. Accade talvolta 
che non una fola, ma più coso eterogenee hanno relaziono 
alla cosa cercata, ossia che l'incognita del problema di- 
pende da più condizioni: in tal caso fa duopo aver riguar- 
do a tutte queste condizioni, e la regola del tre diviene 

L'esempio seguente sarti sufficiente per farcì in- 
tendere come la regola del tre semplice aiuti a sciogliere 
la composta. 

PaoBLEui. Se 24 operai lavorando 9 ore per giorno 
hanno impiegato 42 giorni a scavare wn canale aienle 150 
metri di lutigliela, 12 ili lnriilte::a e a di profondila; 
guanti giorni sarebbero necessari a 56 operai die lavoras- 
sero 10 ore per giolito a scatare un altro eanale lungo 500 
metri, largo 16 e profondo lì 

Scrivo i dati del problema nell' ordine seguente : 

operai oro piorni iuncViEa ] afghana profondità 

24 9 42 150 12 5 

56 10 s 500 16 7. 

Ora considerando il valore di % dipendsnte da una sola 
condiziono, dal solo variare cioè del numero dogli operai, 
ne calcolo il valore con una proporzione semplice o in- 
versa, che sarii 



56 : 24 : : 42 : jt. 
Supposto a il valore di x, osservo che questo valore È 
condizionato al numero delle ore, per cui coli' altra pro- 
porzione inversa 

10 : 9 : : a : x, 

troverò a,; anche questo valore perù vedo essere conili- 
zionato alla lunghezza, onde avrò la proporzione diretta 

150 : 500 : : a, : x. L . 
Trovato il valore a, , colla proporzione diretta i 



12 : 



i : : a 2 : E 3 



troverò a.,; poi colla proporzione diretta 

5 : 7 : : a 3 : x t 
troverò a., che sarà il giusto valore cercato. 
Questo metodo può semplicizzarsi dietro 

Si prendano le stabilite proporzioni. ( 
in ordino come segue: 



I)a queste p 



fi la seguen- 



te (73) : 

66X10X150X12X5 : 24X9X500X16X7 
::42XoXa,Xa 2 Xo 3 : «X«-X«iXiBjX%. 
E poiché o— Si, a,=$i ecc. si avrà (65) 

56X10X150X12X5 : 24X9X5O0X16X7 : : 42 : 
Di qui si ha £.1 -= 100 v< ; e questo numero indicherà il 
numero dei giorni che si volevo» conoscere. 
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Dunque se la regola del tre è composta si trove- 
ranno i singoli primi /mai, ti delle particolari proporzioni 
semplici dirette od inverse, e il prodotto di questi sarà il 
primo termine della proporzione composta; quindi coi se- 
condi termini ridir suddette prt<jiovziviiì semjdlei si /ornimi 

terzo nella prima proporzione sc»t/>lic?; e il quarto termine 
sarà l'incognita. 



CAPITOLO "V. 



EQUAZIOHI DI PRIMO GRADO 



Definizioni 



rapporti noti cnl 10 e eoi 2. In questo raso sì indovina 
subito clic le cìue quantità dimandate aono il 6 o il 4, od 
il problema è sciolto senza alcun artifizio dì calcolo. Ma 
non è cosi nei maggior numero de'casi: i rapporti espressi 
nel problema corrispondono sempre più o meno diretta- 



mento n>l nlnme <>t>f>razkiuì che possou farsi su III- quantità 
incognite; e tra gli infiniti numeri che possono assogget- 
tarsi a tali operazioni non sempre si vedono a colpo d'oc- 
chio quelli che renderanno i voluti risultameli , 0 che 



2a+x = s+2o , 
giacche qualunque valore si attribuisce ad a ed £ l'ugua-i 

In senso più stretto si chiama equazione una equa- 
zione non identica, tale cioè che i suoi membri, divedi 
in sè stessi, debbano porsi uguali per determinare un'in- 
cognita. Talo sarebbo l'equazione 
5i+8 = 38 , 

perchè 5.Z-J-8 è peneralmenln diverso do 38, e diviene u-r 
guale a 38 nel caso soltanto che poniamo x uguale a li. 

83. Quei Yslori che posii in luogo deìrineognitB ren- 
dono il primo membro uguale al secondo dell'equazione 
(soddisfanno all'equazione) si chiamano radici dell'equa- 
zione, Nell'esempio superiore 6 è radice dell'equazione 
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bx+S=3S. Risolvere un'equazione non significa altro die 
trovare le raJioi doN" equazione. 

84. L'incognita può avere qualunque esponente, e 

Cosi l'equazione te 3 — a'<t=-l è ili 3" grado, 
l'equazione sy— :c^2 ò di 2" grado, 

l'equazione — — 3;-i-9j-- 0 è pure ili y'grado. 



in linguaggio matematico *pcr mezio di una ci più cqua- 

ciato ilei problema, e dopo avere riconosciuto "inali sono 
le relation t che devono esistere Tra le quaulilfi. si cerche- 
ranno le formule che esprimono queste quantità, ed ugua- 
gliandolo fra loro, si otterranno le equazioni richieste. 

I metodi che in sor ne remo per risolvere le equazioni 
hanno per oggetto di fami arrivare a siffatte equazioni fi- 
liali che aoddisf,\c:iaiio pi<m;i:ut ni<! alla ricerca proposta: 
e tali equazioni finali si ottengono, come vedremo, ese- 
guendo una serie di rettilari operazioni sulle equazioni 
primitive. Perciò ancora suol dirsi che risolvere una equa- 
zione significa ridurla e trasformarla in modo die m ment- 
irò sia costituito della sola incognita positiva, sema molti- 
plicatore, sema divisore, sema esponente, e ridurre intieme 
nell'altro membro tutte le quantità cognite. 



Operazioni che possono farsi sull'equazioni 
di qualunque grado 



Ciò non abbisogna ili dimostrazione ; tm 
spi egli itù con un esempio. 

Si abbiano lo quantità uguali 
a+a-i-a e 3a. 
Esegniamo sull'una 8 .sull'altra una stessa oper 
moltiplicazione con la medesima quantità 10; 1 
eprossioni cosi trasformate noti cesseranno di e 
loro uguali. Ognuno vede infatti che 
lOa-HOii-t-IOa^HO». 

Sella 
1' altra , ovi 
quantità. 

Dopo ciò possiamo porre i teoremi seguenti, ohe 
sono compresi nell'assioma generale sopra riferito. 

87. Aggiungendo a tutjlieudo una medesima quantità 
ai due membri di una equazione, l'equazione è sempre 
consertata. 



Aggiungo ì a ciascun membro e il risultato sarà la nuo- 
va equazione 

— -t-a — b-t-b = e+S. 
Ma _i.}.j = 0; dunque 

Pi osservi quale è siato l' effetto della fatta addiziona; è 
sparito un terminn negativo dal primo membro ed è com- 
parso positivo nel secondo membro; e poiché può sem- 
pre aggiungerei all'uno e all' altro membro una quantità 

Urinine nega/ito può trasportarsi da vn „irr,ilro nell'altro 
cangiandosi: il senno. Giù dunque equivale ari aggiungere 
quel medesimo termine ar] un membro ed all'altro. 

Sull'equazione trasformata eseguisco ora un'altra 
operazione : tolgo ad ambedue i membri la quantità a; avrà 



Si vegga qualo b stato l'offrilo di tale operazione: é spn- 

parso negativo nel se conilo membro. Ragionando corno 
aopro, concludiamo che un termine postllro può traspor- 
tarsi da m membro nell'altro cangiandogli il segno. Ciò 
dunque corrisponde a togliere quel medesimo termine da 
un membro e dall'altro. 

Le due regole pratiche qui sopra dimostrato potran- 
no esprimersi insieme dicendo: Un termine qualunque può 



i due membri ur 
a quantità (86). 



sopra potrà mo 
semi membro. 



H M N- Ufr ll a). 
Pi osservi al solito qualo è alato l'effetto di 'ietta opera- 
zione; è sparito il divisore del primo membro, ed è com- 
parso moltiplicatore di tutlo il secondo membro. Con- 
cludiamo : 

/; divisore di tutto un membro può jiassare moltipli- 
catore dell'altro membro. Ciò, dunque, equivale a molti- 
plicare ambedue i membri per il detto divisore. 

Osservazione. Siccome moltiplicando i duo membri per 
la quantità— 1 lutti i termini vengono cangiati di segno, 
pero è lecito eringi/tre dì segno ambedue i memi/ri di una 
equazioni!, poiché ciò equivale a moltiplicare ambedue i 
membri per la stessa quantità —1. 

89. Stridendo i due membri di tino, equazione ]lcr la 
medesima quantità, l'equazione è sempre conservata. Ciò 
dipendo al solito dall'assioma fondamentalo (86). 



Cosi posso dividere per m i due membri dell' ulti- 
ma equazione superiora, ed ho 

mm n(e-i-i— a) 



È chiaro l' effetto di tale operazione : è sparito il molti- 
plicatore del primo membro ed è comparso divisore nel 
secondo. Concludiamo: 

II moltiplicatore di tutto nn membro può passare di- 
Mitore dell'altro membro. Ciò, dunque, corrisponde a divi- 
dere l'uno e l'altro membro por il detto moltiplicatore. 

Osservazione. Si (tastarvi l'.he /m/i n/ ita: Ioni si possono 
moltipllcare fra toro o dividere l'ima per l'altra, perchè 
rìò equivale a moltiplicare o dividere i due membri d'una 
stessa equazione per quantità uguali. 

!>0. Intanto con questi artifizi vediamo che l'equazio- 
ne proposta 




si è ridotta a 

cioè l'equazione e risoluta conforme a ciò che venne detto 
al numero 85, 

Se avessimo preso a ragionare sull' equazione 
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l'avremmo vertuta successivamente trasformata coma ap- 
presso : 

4;E 

~_15 + 7-10i 

41 — 30 

36 

•~T 

a = 9. 

Ritengiisi adunque elio le equazioni a differenza ili altra 
espressioni rio.isoiin ;issn!. l, p , <3U:n\?i a spaiali operazioni a 
riduzioni, quali sono il tras/iurto dei termini da un mem- 
bra all'altro, e il trasporto del divisore o moltiplicatore di 
mt membro a moltiplicatore o divisore dell'altro. 

Simili riduzioni possono farsi sopra equazioni ili 
qualunque grado. 

91. Simili riduzioni possono eseguirsi ancora {dentro 
certi limiti o con alcune condizioni) su quelle espressioni 
elio chiamiamo ineguaglianze, come per esempio 

Be questa ineguaglianza è vera, devo esser vera anche 
la seguente 

m«<)ii(m-Hi). 

Questa è evidente, e ia verità di questa si riflette sulla 
prima e può servire di dimostrazione alla prima. 
Cosi volendo conoscere so 



In t ras fermerò in 

mnrt-nf>mn+ntT 



■j inn^friin'o di ut; cioè cara vera soltanto nel « 
iia un rollo proprio; Ji qui deriva il teorema: . 



92. Dissi (91) che sulle il i.-iUtfua^'l ialino possono fard 
dentro cert; /iiiitfi lo slesse operazioni elio si fauno sulle 
equazioni. Infetti : 

1. Mentre neU'eiitiazimio i: Il-cìio tracio ri uro un mem- 
bro in luogo dell' situo, e scrivere per esempli) a-t-ìi—x in 
luogo di i=a-+*, non ai può evidentemente scrivere ò>a 

in luogo di in questo cnso bisn^uon.'bbo n.ivefdare 

il se?no ili:il' i(^u^iji;;aiina e senvure t-^u .- 

2. Hon si possono moltiplicare i due membri d'una 
stessa disuguaglianza per un fattore m negativo senza oau- 
giare il segno della disugu aliali za. Sia infatli la espres- 
sione A>B, ed abbiasi A— B=j> sarà A^B-t-p, e B— A— p. 
Moltiplicando A e B per — m ho — m{B-t-J>) , — m(A— p), 
ne può essere —m(B+p)> — »i(A— Jt), giacché dividendo 
per ni avrei — B— J>>— A.+p, ed essendo — B — p-* — A, 
sarebbe 0>ji, il elio è assurdo. — Lo stesso ragionamento 
può farsi nel caso della divisione, mentre dividere por—»! 

è In slesso che moltiplicare per — ■ — ■■ 



4. Hi-iicli-' li. i-i'iiiiiiiirtìi ilnr: ìi^ii;ì;; , I in rbi< esi- 
stono nello stesso senso, puro la nuova disuguaglianza che 
no risulta è diversa, perdio la differenza do" due membri 
viene alterata. Kon e lecito poi sottrarre una disuguaglian- 
za da un'altra benché esistano nel medesimo senso; sa- 
rebbe lecito quando esistessero in senso opposto. Infatti i!b 
d>b, c<rf, puossi con più ragione eonehiderc che a—c 
~>!/~d, mentre sarebbe assurdo concludere che a— d fosse 

5. Neppure !'. sempre lecito moltiplicare o dividere più 
disuguaglianze fra loro senza che talune volto venga can- 
giato il segno della disuguaglianza che ne risulta. Male 
infoiti ila — 3>— 5, — (!>— 7, e da ri>-10, S>— 8 si 
concluderebbe moltiplicando, 18>35, 10>80. Dioasi lo 
stesso intorno all'Innalzamento a potenza o alla estrazione 
di radice, oporaziorii che non possono sempre eseguirsi so- 
pra una disuguaglianza senza le medesime cautele. 



Epilazioni «Il primo grado ad ana Incognita 

93. Quando un problema ad una sola incognita tra- 
dotto Lu equazione (8ò) dà luogo ad un'equazione di pri- 
mo grado la soluzione della equazione, e perciò del pro- 
blema non richiede altre regole dopo quanto abbiamo 
premesso in questo capitolo sulla teorica delle equazioni 
di qualunque grado. 

Gioverà tuttavia applicare le regolo stabilite alla 
soluzione di alcuni problemi, il che ci porgerà eziandio 



<Ì8 

l'occasione di fare importanti nsserv azioni sulla forma spe- 
ciale di alcuni risultati. 

Esempio I. In una società di !I0 persone il numero degli 
nomini supera ili 4 quello delle donne; e il mimerò dei ru- 
ffa;?-/ supera di 10 //"••Un ih:;iìi titillili. Bit tjittuili nomali, 
donne, /(incivili è coti il «Hit la società? 

Supposto t, il numero delle donne, il numero degli 
nomini sarà espresso da 3H-4, perciò fra uomini e donne 
ai avrà un numero espresso da 2x+i; il numero dei ra- 
gazzi dovendo superare di 10 il numero degli adulti, uo- 
mini e donne, sarà espresso da 2aH-U, ondo fra uomini, 

persone è (è uguale) 90: dunque l'espressione algebrica 
4JM-18 uguagliata a 90 renderà esplicita l'equazione ac- 
cennata dal problema, e si avrà 

4z + 18-90, 
4z=90 ,--18, 
4J-72, 

72 



1=18. 

Poiché avevamo supposto x il numero delle donne, quelle 
adunque saranno 18, perciò 22 gli uomini, e i ragazzi do- 
vendo superare di 10 gli adulti «he sono 40 saranno 50, 



donde 
e perciò 



r.9 

Esempio IL Un rettangolo, la larghezza del quale è 
doppia dell'allena, è Iole die se ogni kilo è aumentato di 
m metro, la sua superficie è aumentala di 9 metri qua- 
drati. Qual'è la lunghezza de' suoi lati'! 

Sia x l'altezza, la larghezza sarà 2%, e la super- 
ficie del rettangolo sarà espressa da Sa 2 . Aumentando di 1 
i due lati, cioè essendo x+1 l'altezza e 2x+l la larghez- 
za, l'area, che iti questo caso sarebbe espressa da (x+1) 
— 2tf--i-3.r-t-l , deve superare l'area primitiva ix 1 
di nove metri quadrati. Da questa condizione si rileva che 
5j-+3jH-1 deve uguagliare 2j;--t-9. Dunque ho 
2j ! -I-3i-i-1 = 2j' ! -i-9, 
— 9, 

8 

— T 

a 16 

Essendo — l'altezza x, la larghezza sarà—. 

Esempio HI. Sai luogo A parte un corriere che in 5 
ore /a 7 miglia. Bai luogo B, posto 8 miglia indietro di 
A, parte 8 ore dopo il primo un secondo corriere che /a 5 
miglia in - i ore. Quando e dote il primo corriere sarà rag- 
giunto dal secondo ! 

Sia raggiunto il primo corriere dopo x ore di cam- 
mino, cioè quando ha percorso -jj- x miglia, li secondo 
corriere, partendo 8 oro dopo, lo raggiungerà dopo ore 
1—8, cioè quando avrà fatto — (x— 8) miglia. Dall'enun- 
ciato sappiamo che il numero dello miglia percorse dal se- 
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condo corriere supera di 8 il numero delle miglia percorse 
dal primo. Abbiamo adunque la seguente relazione: 

T <"- s >~ T'+*> 

e. !-i;."lvci>ili> ijinvta Cii\iazi(i:irr si avrà 

2S(a:— 8) — 21U+120 
25as — 200 = 21aì-M20 
25*-21ie = 200 + 120 
4^=320 
1 — 80. 

11 primo corricie ts-ciulu rajrj-'iiintu dopo ore 80, sarà rajf- 
ginnto dopo miglia BOX — = 112. 

E.shhpiu IV. Qì'Mitu dorrà jiii/arsi alf/rahnente accor- 
dandosi io sconto del 4 per 100 sulla, somma di lire 1500 
pagatine fra 5 mest i 

Chiamisi a quel tarilo di meno che deve pagami 
dietro la fatta convenzione : la somma da sborsarsi sarà 
1500 — x. 

Questa somma devo esser tale che nel corso di 5 
mesi ritorni 1500. Ora 100 lire, in un anno fruttando 4 

lire, in G mesi frutteranno 4y.-^= — ài lira, ed una 

lira sola in 5 mesi frutterà^: infine lire 1500— x fruì- 
6 

tiranno nello stesso t^mpo (1500— »)X:rjrjj. Dovendo que- 
sto frutto essere uguale allo sconto accordato, avremo: 
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(1500— *)X5- 301W, 

■JÓU0-5x= 300j: 
-5a;- 300a;— — 7500 
- 305a; = — 7500 
7500 

*- aoT 



segni algebrici anziché con segni numerici; i risultati ac- 
quistano allora tale una generalità che la soluzione d'un 
solo problema può bastare per risolvere un numero qua- 
lunque di problemi tutti simili a quello proposto. Eccone 
un esempio : 

Fogliasi sapere fra quanti anni l'età a di mi padre 
sarà nf h di quella di suo figlio, essendo attualmente m* 1 ». 
Essondo a l'età attuale del padre, quella del figlio 



del figlio sarà hX, Quella essendo ne'" di questa, a 

mo la relazione seguente : 



a + x*=n\ — ) 
«w+ mx — an -+- mnx 
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It valore generale di x serve a sciogliere tutti i quesiti 
di questo genere colla semplice sostituzione dei dati nu- 
merici ai dati algebrici. Posto, per esempio, che. l'età at- 
tuale del padre sia 30 e quella del figlio sia IO, il che 
vuol dire che la prima è tripla della seconda, se volessi- 
mo sapere tra quanti anni sarà doppia, la formula gcnu- 
rale trovata si cangerebbe in 
30X1 
X 3X1 = 



T = 10 ; 



e infatti l'età del padre dopo 10 anni sarebbe di anni 40, 
quella del figlio di anni 20, perciò metà, di quella del padre. 

Ai.tko Esibirlo. Vcnrfoitlo una nii-Yte per m lire si gua- 
dagna p per centi*. Qìiìivfii jvr ento si 'j/'adiignere/iic se la 
merce si tendesse per n Itnt 

Suppongo sia a: questo guadagno: allora invoce di 
J00 

100 lire si riceveranno lire 100-KC, e invece di — — - si 

lOOn 

riceverà una lira, e invece di si riceveranno w li- 

re; sicché concludiamo clic la merce è stata comprata per 
,. lOOn 

Sappiamo ancora che con p per cento di guadagno 
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dunque la deve essere 

E poiché i due prezzi di compra debbono essere u- 
guali, si avrà 

lOOn lOOm 
100+x " 100+p" 
Da questa equazione si possa facilmente all' altra 
100-ke 100+p 

IOOb ~~ lOOm ' 

IUO-ke 100+j» 

100»H-»ix = IOO«-H»j> 

mx = (100+p)n-)OOìH 

s=(IQQ+p)^— 100, 

Anche di questa formula . sostituendo a p, n ed m i va- 
lori richiesti da particolari problemi, potremo servirci per 
molte soluzioni d'uno stesso genere. 

Osservazione II. Lo soluzioni generali trovate negli 
ultimi due esempi arrecati ci porgono occasione di fare 
delle importanti considerazioni sul valore dell'incognita, 
quando questo valoro risulti negativo. 

Finché questo valore non indica che una quantità 
astratta, quale cioè un valore dell'incognita dell'equazione 
e non del problema, posto in luogo dell'incognita, sod- 
disfa pienamente alia equazione, rendendo il primo mem- 
bro ng-ualo al secondo. Non avviene però ugualmente se, 
essendo negativo questo valore , si considera come quau- 



fu venduta per m lire 
lOOm 
100-t-p" 



stata comprata per lire 



li 

tiU concreta, quella quantitì 
si cercava. 

Le boIuzìodì negative 
talvolta che il prohleina è i 
tiene un assurda. 

Non di rado però gli 



dello equazioni stanno a dira 
npossibilo a risolversi o con- 



cerni 



•isolM 



solva 



indo 



lori negativi vengono suggerite. Se con che nulla di ge- 
nerale e di assoluto potendosi slaliilire circa il modo di 
interpetrare simili risultati, ci limiteremo ad esaminare 
alcuni esempi. 

Nel penultimo degli esempi arrecati , posto n>»i, 
il valore cercato è negativo; e ci sta a dire che è impos- 
sibile che col crescere nelT elii possa il padre avere una 



gative hanno una 
quantità positive, 
interpetrare i vaio 
cui si interporr rcMicr 



a quella di 
i noi vieta 



ienso opposto a quello in 
i. Perciò nell'esempio di 
cui si parla il valore negativo di x anziché un tempo futu- 
ro indicherà un tempo passato, e il problema quindi viene 
sciolto quando si formoli a questo modo : 

L'età a di un patire è ms>» di quella di suo Jiglio; 
/jv/inti anni sono trascorsi da die era ni' 1 "? 

Si preivla a cr'iisiiic-rnrf' l'ultimo problema nel quale 
si cercava il guadagno da farsi, vendendo una merce per 



* lire. 



La formula esprimente questo guadagno ò 
X — (100+p)-^- — JOB. 



Finii .i ri ,r !:i diiUirfiiza la qittilc l'spnmr il rua'la^no 
è positiva il problema è sciolto, e non subisce modifica- 
tone alcuna nell'enunciato: se tal differenza è zero, es- 
sendo zero il guadagno, si dovrà evidentemente intendere 
che vendendo la merco per 11 lire non vi sarà nò guada- 
gno nè perdita, e il problema è sciolto, e il suo enun- 
ciato più preciso sarebbe questo : Vendendo ima merce per 
m lire si guadagna p per cento; tendendola per n lire si 
guadagnerà o non si guadagnerai 

Se per ultimo tal diGerenza è negativa, poiché, es- 
sendo positiva indica un guadagno da farsi, indicherà una 
perdita, e il problema È ugualmente risoluto sol che ni 
formuli così: Vendendo una merce per m lire si guadagna 
p per cento; tendendola per n lire quale sarei il guadagno 
o là perdita ? 

Sia ancora da risolvere il problema seguente : Ieri 
erano in un forte 15 soldati, più d'oggi. A quelli che oggi 
•ci sono se ire aggimtgerimm dimani 48 e il numero diterrà 
cosi Quadruplo di quello di ieri. (Inalili sono i soldati cfìe 
oggi presidiano il forte ì 

Chiamando x il numero dc'soldati che vi sono oggi, 
avremo 3H-48=.4(15-Kc), donde se — — 4. 

Questo valor negativo non può in nessun modo con- 
ciliarsi colte condizioni del problema, non potendoci for- 
mare nessuna idea d'un numero negativo di soldati che 
presidi un forte. Questo è. un esempio di soluzioni nega- 
tive che indica infere un assurdo inchiuso nell'enunciato 
del problema, assurdo che non si può per alcuna modifi- 
cazione che vi si introduca tentare di eliminare finché i 
dati del problema seguitano ad essere 1 medesimi. 

Si debba ancora risolvere il problema : Dopo qvanto 
tempo si raggiungeranno due corrieri die partono da due 
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punii diversi, e ad una distanza d fimo dall'altro, e culle 
velocità v«T,t 

Chiamato x il tempo cercato, il primo corriere in 
x ore percorrerà lo spazio VX, e il secondo v,x.- e dovendo 
il primo raggiungere il secondo, quegli dovrà aver per- 
corso lo spazio d più di questo, onde avremo 
VX — t,x = d, 

e perciò 

^ d__ 

È chiaro che se v, è maggioro di v, il valore di a; è ne- 
gativo, e il problema al solito non è sciolto se non si 
modifica così : Sa quanto tempo i due corrieri si sono rag- 
giunti ecc. 

Si conclude pertanto che la natura del problema ci 
fari conoscere il significato da darsi ai valori negativi 
dello incognite, li) £ e ne vale ipicsìi valori risolvono il pro- 
blema stesso modificato, qualche volta lo addimostrano 
assurdo. 



Equazioni di primo grado a più Incognito 

94. Quando un'equazione contiene più d'una incognite 
si dice che l'equazione é indeterminata. Si vuole intendere 
con ciò che i valori di ciascuna incognita possono variare 
senza limiti, poiché ciascuna incognita dipende dalle alt» 
incognito, che potendo assumere un numero infinito di va- 
lori fanno si che uno stesso numero ne corrisponda pei 
quella. Se, ad esempio, abbiasi la equaiione 3x— 3y=30, 
ad ogni valore che assume x ne corrisponderli, un altro per 
y, c poiché un numero infinito di valori si possono attri- 
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buirc ad x, anche per y corri spond eri un numero di va- 
lori infinito. 

Le equazioni a più incognite di primo grado ai di- 
cono equazioni lineari. 



contemporaneo di altrettante equazioni quante sono le in- 
cognite , in ciascuna delle quali entrino tutte o in parte 
le incognite stesse. 

Quando un sistema di equazioni contenga più in- 
cognite che equazioni, il sistema dimeni hvkkrmìnato. 

98. Si risolve un sistema di equazioni lineari con al- 
trettante incognite trovando i filatemi dei -valori delle ìn- 
coirmtc clic sodi! inno ;<]]? equazioni date. 

Ciù che segue sarà sulllciento per apprendere il mo- 
do da tenersi per risolvere un sistema di n equazioni li- 
neari ad n incognito. 

Risoluzione di due equazioni di primo grado 
a due Incognite 

97. Un sistema di due equazioni di primo grado a due 
incognito può sempre ridursi alia forma seguente: 

ax + by = m 
a,x + b,y = m, 

dove x ed y sono le quantità incognite , e le altre sono 
quantità tutte note. 

98. Tre metodi si conoscono per risolvere due equa- 
zioni lineari a duo incognite: cominceremo da quello detto 
di eliminazione per addizione o soitraiione. 
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Per risolvere eoo questo metodo due equazioui della 
forma generale ax-*-bi/=*m, a,x+b,y=--m., opereremo sulle 
medesime in modo che mia stessa incognita abbia nelle due 
equalimii un medesimo cooflk'ieute, se pure non io alibia 
indipendentemente da qualunque operazione ; quindi a se- 
conda che i termini con fenili ti ijuceta incognito hanno se- 
gni uguali o eoutruri , sottrarremo o sommeremo tra loro 
le due equazioni , dimodoché delta incognita verrà ad es- 
ima incognita sola che potrà determinarsi ; e merci il va- 
lore detcrminato di questa potremo agevolmente determi- 
nare anche il valore dell'altra. 

Le operazioni che ci conducono ad avere una stessa 
incognita con un medesimo coelllciente in ambedue le o- 
quazioni possono esser Tarìe, e sono dettato dalla maggiore 
comodità del caluolo ne' casi speciali. 

KsiìMno. ^ìano da risolvere le due seguenti equazioni: 

6a:+Eiy— 73. 

Moltiplicando la prima per il coelllciente che lia x nella 
seconda, e la seconda per il coefficiente che ha x nella 
prima, si ottengono le due equazioni 

18jc-12 ? = 84 

183-r-15y = 219. 

Poiché i termini <\in x Immiti in aiii!ii>iuf! Ir 1 rq na/inni In 
stesso segno, sottraggo l'una dall'altra, per esempio, la 
prima dalla seconda, ed ottengo l'equazione 
27j<=135, 

dalia quale si trae y= ■>. E ponendo il valore di y in una 
delle due primitive, per esempio nella prima, si ottiene 
3X-24, ovvero x-S. 
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Osservazione. Nel raso attuale potavamo semplìeiMare 
le operazioni ossen ìhiJo elio, tienilo e multiplo di 3, era 
sufficiente moltiplicare la prima delta date equazioni per 
2, ed- avremmo ottenuto un'equazione il cui termine con 
x sarebbe stato alletto dallo stesso coelllcientc da cui è 
affetto nell'altra. Cosi il nuovo sistema di equazioni assai 
più aùinpllije sss'ubbo stato 

Gx — iy = 28 
6x + 5y-73. 
E sottraendo come sopra 

9y = 45 

09. Un altro metodo, dotto di eliminazione per sosti- 
tu:ì<ine, consiste nel risolvere una delle due equazioni ri- 
spetto ad una sola incognita, considerando l'altra come 
nota. Il valore cosi trovato sì pone nell'altra equazione, 
la quale rimarrà allora con una sola incognita ebe potrà 
determinarsi. 

Riprese le due equazioni 

3x — 2y — 14 

6x + 5y = 73, 
se risolviamo la prima rispetto ad a;, abbiamo 

14 + 23- 

*' 3 

e posto questo valore nella seconda , risulta 




ohe risoluta ria y=5; e questo valore posto in una delta 
proposte, ci farà conoscere as=8. 



100. Esìste por ultimo il metodo chiamato di elimina- 
ziont per paragone, che consiste nel dedurrò dalle equa- 
zioni proposte altre due equazioni coi primi membri iden- 
tici e contenenti una atessa incognita o nell'ugu agli are gli 
altri due membri. L'equazione cbe ne risulta sarà ad una 
sola incognita, cbe potremo in tal guisa determinare. 

Esempio. Dalle due equazioni 

6I-j-5y=73, 

può trarsi 

^ 14 + 2y 

73 -5y 
*~ 6 ' 
ed uguagliando i valori di x, 

14 -t- By 73 - 5y* 
3 = 6 ' 
la quale equazione permette di determinare y = 5, e per 
mezzo di y determineremo a, sostituendone il valore in 
una qualunque delle proposte. 

Risoluzione di alcuni problemi 

101. Phoblhma I. La somma di due numeri è a, la laro 
differenza è b: guati som questi numeri? 

Siano x, y questi numeri , avremo 



Sommando queste equazioni abbiamo 
•ìx^a-i-b, ovvero x=- 
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e sottratiti il alla prima la seconda 

ovvero y^-—. 
Cosi, [«sto n — IO, *=>6, sì troverà 

r-* 

Problema II. t"no /ascia ai Jwyiofi iire 120000, cioè 
12000 a ciascun maschio e 9000 a ciascuna femmina. Se 
avesse lascialo 0000 ai maschi e 12000 a/ie femmine sa- 
reblcro acamate 'J000 Quanti sono gli ani e ie altre t 
Chiamando x il numero dei rilascili e.l y il numero 
della femmine, si avrà 

12000i+9000y = 120000 
9OOO.C + 12OO0y^ 120000-9000^111000 
lOSx-r- 81y = 1080 
1 0ta+14jy = 1332 

252 

y = -^- = 4 numero delle femmine; 

dalla destra ne passo uno nella sinistra ho tanti soldi nel- 
l'ima quanti nell'aura; se ne pasxo due dal/a sinistra nella 
destra, la destra ne contieni; v.n numero doppio della sini- 
stra. Quanti soldi ho fra ciascuna mano? 

jr-I-y-i-1 

s-t-2^f>-2)2 

x-y = 2 

X — 2y^-e 

jf — 8, donde x — 10. 



Problema IV. Quali sono i due numeri dei quali Ut 

fra loro : : 3 : 2) 

Siano x ed y questi ilue numeri, avremo la pro- 
forzi mi e 

x: y : : 3:2, donde 

e in virtù della prima condizione si avrà l'altra equazione 
xy-\Z{x+y). 

Le due equazioni non sembrano costituire un si- 
stema di equazioni di primo grado, essendo il termine xy 
della seconda dimensione. So avvertasi però che , tolto il 
valore ili a; dallo prima e posto nella seconda, si rende 
questa divisibile per y e perciò di primo grado, sarà tolta 
ogni difficoltà. 

Operando come abbiamo indicato, poiché dalla pri- 
ma si ha 




3y* = G0y, 

Osservazione. Qualora alcuno dei valori delle incogni- 
te , od anche tutti e duo, risultassero negativi, le rifles- 
sioni fatte (93. Osserv. 2") relativamente alle soluzioni ne- 
gative de'problemi ad una incognita .saranno sullkienii per 
la loro interpol razione , la quale d'altra parte dipenderà 
soltanto dall'indole del problema. 
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Discussione delle formule di risoluzione 
delle equazioni di primo grado ad una 
e a due Incognite 

102. Poiché un'equazione qualunque ili primo gra- 
do ad uuu sola Incognita [iuù sempre ridursi alla forma 

dove x e la sola incognita e le altro quantità sono tutto 
note, e risolvendola risulla 

QX— 0,*=*, — b, 

^ b, - b 

chiaro apparisce che il valore di x sarà reale soltanto 
quando le differenze a — a, sono reali. Quando simils 

condizione non si verificili, la funmilii (>?p li menta il valore 
dì x prenderà imo dei seguenti aspetti : 



0 




Queste formule souo insignificanti: però diotro un'analisi 
più accurata ci sarà facile iuleruetrare il significato che 
ha ciascuna. 

1. 'Supponiamo b—b t , ossia 6,— 0, L'equazione ge- 
nerala addiviene 

»(a-o,)-0, 
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a— o,-^0. L' liquazione generalo addiviene 
fix — h, — il, 

e il valor generalo di x diverrebbe 

— 1 

* — r ■ 

Ma è fucile a vedere che un tal valore, ossia quest'ulti- 
ma equazione non può ammettersi, poiobè mentre nell'e- 
quazione generale 

ax+b — a,x+6, 
possono eseguirsi inulte njierazumi auebe nell' ipolesi die 
a sia uguale ad a,, fino a ridurla alla forma 

Ox — b. — i, 
è impossibile procedere alla forma 



mentre ciò equivarrebbe a dividere por zero, e dividere per 
siero è una manifesta contrari izione. Pertanto, giunti alla 
fonauia 

si rende manifesto esser questa OLiu.i/totie assunlu, da nes- 
sun valore di a: potendo essere soddisfatta. 



3.°6ia infine <i=0, a J=S„ ossia a—a.-^O e S,-ì=0. 
L' equazione generale ai riduce a 
0x = 0, 
e il valor generale di x è 

0 

"-T 

Qui ancora osserveremo che è impossibile procedere dal- 
l' e qu azione 

03 = 0 

all'altra equazione l 



essendo contraimene dividere per zero. Ma l'equazione 
0z-=0 

ei sia a dira che qualunque sia il valore di a: l'equazione 
rimane soddisfatta. Ciò vien pur confermato dalla stessa 
equazione 

ax+à = ax-i-b, 
la quale è identica (82). 

Osservazione. Abbiamo veduto che quando a— a'=0(2*) 
l'equazione è assurda: il problema perù che può aver con- 
dotto a simile equazione non è sempre tale. Se infatti il 
valore dell'incognita esprimesse la distanza a cui s'inuon- 

stata dall'ultima rokiziotic <\>: ■'<. '/ i il- 1 5 o ti >■ t ^ t j r.ha laL 
distanza non esiste e che perciò liutte linee son parallele. 

103. Vedemmo (97) un sistema di due equazioni a due 
incognito ridursi alla forma seguente: 
ax + by^--m 
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Queste due equazioni risolute danno 
— Ita, 




O-i. e>im::iu:itìj qi:i >li r? il:.H;. J| -pr>n>!..'."0 . 

1. 'Clie i valori della -lui' i:. ■: 'v m: ;i dal: iia due 
frazierii avanti io ?te.-*u denominatore ; 

2. ' Clio tal ■!; !:^.-i,:..ir.re i '. naMo dalia, differenza de; 
proJM'.i che risultar.'!. icr\-.iplkaii'b i! cn?flk-ìtT.!i) di x 
della j;rimi per ;l eoe l!lc;e nifi y rfMI.i .-(.rinvia, H il i-oefll- 
ciente di i della scoonrta per il cccillcientc di y della prima; 

3* Che tanto il numeratore rfel valore di x, corno il 
numeratore del valore di y si deducano d.il denominatóre 
comune, cambiando ni Me quantità note m, »i, i coe:llcicnti 
ói x nel primo caso e quelli di y nel secondo; 

4 " Inrtoe che i valori di r e ysooo possibili soltanto 
finché ninna delle tre differenze mi, — im,, am, — ma,, 
ai, — ha, è zero. 



o che acquistano i 
delle sopraccennate 



dunque in tale ipotesi due equazioni a due incognite, ma 
una equazione od una incognita aoln. E in vero, fatto mi), 
— ìjs'=0, le due equazioni divengono 
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dulie si (luiliiiif 1 



Ma poiché mi,— Sw,, sarà ancora 



e perciò le due equazioni 

*-m 

»*-«, 

non sono diverse che in apparenza. 

2.° Supponiamo in secondo luogo che sia nulla la soli 
differenza ati, — ba, e che siauo reali le altre due, vale a 

dire che uno de' valori dell' incognite sia della forma — ■ 
la, 

L' u suolili uzii ah,~la,—<ì dà b, = — , valore che sosti- 
tuito nella seconda delle duo proposte equazioni da 
as+—y m 

az + by = — '■ 

Quest'ultima equazione è incompatibile colla prima delle 
proposte , perchè abbiamo supposto — diverso da m, os- 
sia am, diverso da ma,. Dunque le duo equazioni non pos- 
sono coesistere. 



3.° Vedasi ora quello che accade allorquando due delle 
Ire diilbronzo son nulle. Sia ab,— ba,= 0, atn,— ma,=0. Dal- 
la prima di queste due uguaglianza ai ha 




valore che sostituito nulla seconda dà 
ba.m, 




ba.m, ■ ■ ma.b, , cioè Sin, = mb,. 
Vedo di qui che se due qualunque delle tre differenze son 
nulle, è nulla anche la terza; onde ci conviene indagare 
ciò che avviene nel caso in cui tutto e tre questo diflfe- 

In questa ipotesi avremo evidentemente 




dulie quali deduceai— — 7-. Indicando con q questi 

tre rapporti uguali , avremo 

Sostituendo i valori di a, ì, m nella prima delle duo e- 
ijiiiizioiii generali, aUhiarao 

che una semplice trasformazione. Si conclude perciò che 
nell'ipotesi falla, quando cioè il valore dell' incognite sia 

della forma — , !e due equazioni sono identiche, 0 che per- 



ciò Ì Valori dell' i tn-ni/nito sui:o imMi-nuiiiali, giacché in 
sostanza non abbiamo che una equazione sola con due in- 
cognite. 

OssHiiYAKKAE. Poiché abbiamo veduto che, essendo 
uno ile'valori dell'incognita della forma —, le due equa- 
zioni sono incompatibili , non credasi che avvenga altret- 
tanto del problema relativo, il quale talvolta può benissi- 
mo ricevere una soluzione non ostante l'ìmpos sibiliti della 
coesistenza delle due equazioni. 

Risoluzione di un numero a di equazioni di 
primo grado con nn numero n d'Incognite 

Ì05. i metodi esposti per la risoluzione di due equa- 
zioni di primo grado a due incognito sono applicabili alla 
risoluzione dì un sistema qualunque di jì equazioni di pri- 
mo grado con altrettante incognite. Vogliasi ad esempio 
risolvere il sistema seguente : 

Ì4s — óy -f- & = 54 
-3« + 4y + 10;-=23 
7a ■+■ 9y — 2i ~ — 5. 
Eliminando s col primo dei tre metodi accennati (98), os- 
servo che, siccome 10 è multiplo dei cooflicienti 8, 10,2, 
moltiplicando la prima equazione per 5 , la seconda per 
4, la terza per 20, ottengo tre equazioni aventi l'incognita 
: col medesimo coeflìcientc 40, cioè 

20z - 25./ -t-10z« 270 
— 12a+16y-l-4te= 92 
1403 + I80# - 40s ~ - 1 20. 



Sottraendo dalla prima i>qtiaKion<> la .-urimda, e sommando 
insieme la prima e la terza , ho 

( 32z — 41y = 178 

(I60an-lfi5>=150. 

Moltiplicando la prima di questo sistema per 5, si ottiene 
il nuovo sistema 

] 601-20% = 890 
160jc+ lfijy --= 150. 
E togliendo dalla seconda ia prima, si ha 
370y- -740 



Pesto il valore di y in una delle equazioni (S), si ottiene 
1=3; e posti i valori ili z ed y in una qualunque delle 
prime (a), si trova J*=4. 

Osservazione I. Succede talvolta di avere un sistema 
d'equazioni lineari, ciascuna delle quali non contiene tutto 
le incognite, che sono tante quante sono le equazioni. Gio- 
va in questo caso ricorrere s qualche artifizio di calcolo, 
come si apprenderti ueir esoiiipiu seguente. 

Una tasca d'acqua può essere ruotata jmr mezzadri 
tubi A e B in 70 minati, per mezzo dei tuii A ( C in 84 
mimili, e per mezzo dei tubi B e C in 140 minuti. In quanto 
tempo ia tasca può essere ■xnolata per facto d'ogni singoio 
tubo, o di tatti e tre i tubi inaiente t 

Se la vasca può esser vuotata per meno dei singoli 
tubi A o B o G rispettivamente in z, y, % minuti, saranno 

— , — , — le parti del contenuto della vasca sommini- 
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strale in un minuto da A , B, C, epperù 

A e B in 70 minuti danno 70 (— + —), 

A e C » 84 s> » 84 (~ + ^\ 

B e G » 140 » , HO (y+-~)- 

Queste quantità devono equivalere all'intero contenuto della 
vasca. Pongasi adunque 



,„(ì + i-)_, 



Par conseguenza si La 

a y 70 

_L _L J_ 

x + a = 84 
1 1 1 

y + £ = 140 - 
Sommando le prime due equazioni si ottiene 

JL -1 -1 -1 _L il 
3 + y + s ^70"'" 84^420' 

E poiché y + = sarà 

8_ n l_ J_ 

a ^420 140™ 106' 



02 

Per mezzo poi di a =-=105 avremo 
y=210, 
f = 420 ; 

noè i tubi A, lì, C vuotano la vasca rispettivamente in 
105, 210, 420 mimiti. 

1 tre tubi insieme danno in 1 minuto 



dunque daranno l'intero contenuto della vasca in 

— j — = 60 minuti. 

1 05 210 + 420 

.Altho Esempio, / credili di 1 persone sommali a 6 a 6 
fanno 894, 1036, 840, 010, 896, 952, 882. Qiiai credilo 
ha ciascuna? 

Chiamando a, 6, c, d, e, /, g i crediti di ciascun 
individuo, l'enunciato di questo problema conduce ni se- 



la di equazioni : 




a + li + c-hd + e-i-f 


= 00i 




-= io:te 


/+g+ a+ b + C+d 


■= 840 


f+f+9 + a-\-l + c 


= 910 


d-he-t-f+g-i-a-t-b 


— 806 


c-t-d+e+Z+g+a 


« 952 


ì>-t-c-hd-t-e-t-/-^sj 


- 882. 



C!ii;i!]i;imIo * la somma ilei erediti 'lolla 7 persone, 
avrò le so] irai mi inaici f!.[u;ìzkmi tr;i*IWmnU.' come appresso: 
j — (7= 994 
s — /— 103fi 
i_ e =. 840 

1-4— 910 

s — e= 89 G 
9,12 

i-a- 882. 

.Sommando membro a membro queste equazioni si ottiene 
7s~i = G510 

(1510 , n 

* — r =1C8B - 

Terciò sarà 

a -203 
1 = 133 
e == 18Q 

rf™ 175 
c 245 
/ = 49 

g = 91. 

100. Proponiamoci ora (li trovare i valori generali di 
x, y, 2 in un sistema qualunque di tre equazioni di primo 
grado a tre incognite. Risolvami con uno dei metodi noti 
tre equazioni generali, come vedesì qui appresso: 
ax + by + a-m 
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aa i a^T -+- al , a?y + oc , n ; s = am i a> 
aa l a ì !t + aa I d. l y+aa l c°l'^aa l m? 
ia,o t y — at,o-y-(-ca l n.;i — aciaji — nifnai — a»i|(i 2 
la^a.y- ati f f,-, y -^01,11 — tm^z — «)fi|«; — ir(j,m.. 

y(Saiaj — o*i(i;) + r(cai0 2 — aCjflj) = Jnajaj — an^ai 
y(iaia; -aniìQ-i-.-fcaia; — san:,) =■ ma,a° — m^m.. 

Rappresentando i'i:i['C[tiviimonte con p e j i fattori 
ili y nella prima e seconda delle due ultime equazioni, e 
con r «d i quelli di z, si ottiene 

py+ri — J!ia,a 5 — nm 1 a J 
g y + »^maia. — aajWij . 
pgy+qri = amajoa — fajfija? 

*{?r — ps) = fma,a3 — innari -jam,as +jwa l m I 
^ ^ ? fwa | a, - am , a, ) - p ( ma , a 2 - aa , ) 



Sostituendo, sviluppando i prodotti e riducendo troveremo 
il valore di*: c in modo simile avremo i valori di a e di 
y. È da notarsi la forma di questi tre valori 

mi — am.iCa-4-fcu»:. — m e , i ■> + cm t bi — ci t m^ 

~" Ob\Ci— Sa|C-;-+-ÌCiU;— -t-C«i*i — rflQl 

|C ? — maf + *?!Cf a? — aci9Ji ? -f- cn [in-; — c»ì 
ùb,mi — tH|Bi;+a»tian — miiii; -t- »W|i, — ?;t^, a? 



Si vede ila queste formule: l.'Cke i valori dello tre iuco- 
jrnite di tre equazioni qualunque di primo grado so» (lati 
ila altrettante frazioni aventi lo stesso denominatore; 2.* Che 
i numeratori di questo frazioni ti ottengono ilal comun ile- 
nominatore cangiando in m. m\, m : i rispettivi coeflìoienti 
dell'incognite, cioè a, ai, a : allorché vuol formarsi il va- 
lore di x; ò, ii, Ì« quando si vuole il valore di y; e, e t , 
e-, quando ai cerca quello di s,- 3." Che il comune denomi- 
natore si compirne dei sui prodotti di tre fattori che risul- 
tano combinando in tutti i modi possibili il coelllcietite di 
idi ciascuna equazione con quello ili y di una delle altre 
due, e con quello di z della rimanente; 4." Infine olio i ter- 
mini del denominatore e quindi anche quelli dei numera- 
tori che da esso derivano, sono alternativamente positivi 
e negativi, e perciò, come osservammo relativamente ai 
valori dell'incognite di due equazioni lineari, potranno 
aversi per il valore dell'incognite espressioni della forma 

0 n 0 

—, —i —, le quali Indicheranno che sono nulli ì valori 

di alcuna dell'incoglilo, o che alcune dello equazioni sono 
contraddinne, o che sono identiche e perciò inde tenni nate. 
Di qui la regola seguente per stabilire il valore delle tre 
incognite indipendentemente dai metodi gii accennati. 

Si dispongano a tre a tre in lutti 1 modi posstSllt 

1 coejffctentl a, b, c, u che si otterrà, facilmente ponendo 
a iti principio, in mesao e in fine di he e di cb : fi" diano 
gli indici uno e due al secondo e al terzo fattore dei set 
prodotti clie ne risulteranno, la somma di questi prodotti 

cornuti denominatore dei -calori il x, y , z, e da esso ti 
affanno i nitmmi'orì cambiando .vi'-c^stivaaicnfe in m. ni,, 
m, i cornicienti a, a 1? a-; b, bi, ha; c, c i: e t . 



gnito ili irò equazioni generali si potrebbe dimostrare ve- 
rificarsi anche nei valori delle Incognita di un sistema di 
quattro, di cinque ecc., e perciò dì fi equazioni. 



CAPITOLO VX 



EQUAZIONI DI SECONDO GUADO 

Risoluzione delle equazioni eli secondo grado 

107. La formula generale delle equazioni di secondo 
grado ad una sola incognita ó 

%1-irpx-i-q — 0. 
In questa equazione x rappresenta l'incognita, P e 
g rapprese ulano quantità note e indipendenti da x, posi- 
tive o negative, intere o frazionarie. 

108. Nel caso particolare in cui sia nullo q, 1" equa- 
zione (107) addiviene 

x- +j>x = 0 , 
«(«-t.j.)-0, 

la quale è soddisfatta o da x=1, oppure da x-\-p=0, cine 
da x=—p. Perciò l'equazione x'+^=0 ha duo radici (83) 
differenti, e sono 

<J = 0 
» f, 

chiamando a e b queste due radici. 
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Nel coso particolari] che aia ;i= 0, l'equazione fra- 
nerai 6 (107} addiviene 

»*+f - u 

Un' rquazioue quadratica ili questa forma chiamasi pura. 
In essa, trasportami^ q noi escomio membro, ed estraendo 
la railìce da ambo i suoi membri, troviamo 

x ... + V ~- q . 
e perciò la radici di questa equazione sono 
a ^V~q 

Pi conclude adunque che l'equazioni quadratiche pure han- 
no line rallini uguali ed opposte, e saranno reali, se q È 
negativo, se positivi) saranno immaginario. 

109. Tra i vari metodi usati dagli algebristi per ri- 
solvere l'equazione generale 

tr,'-+iu,-V-q = 0, 
uno speditissimo si è di trasportare il termine q nel se- 
condo membro, con die si ottiene 

quindi di compiere il m 1 n 1 1 1' a 1 o ti 0 1 primo membro x"-\-px, 
considerandolo come il primo e il secondo termine dello 
sviluppo ilo! quadrato ili un binomio. È chiara che siccome 
il terzo termine del quadrato di un binomio è il quadrato 
(19. Ossorv.) del secondo termino della radice, cìoa del se- 
condo termine dello stesso binomio, troveremo questo se- 
conilo termine del binomio dividendo il termine pi per il 
doppio della radice del primo, cioù di 1"- , essendo per 
ipotesi }ix il doppio prodotto del primo termine della ra- 
dice nel secondo. ijuesto termine cos'i trovato lo alno a qua- 
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drato e lo agrgimii" al primo membro della equazione pro- 
posta, come pure al secondo membro por non alterare la 
uguaglianza. In questo modo potremo evidentemente es- 
trarre la radice quadrata, dal primo memoro che ù il qua- 
drato perfetto dì un binomio e la equazione sarà risoluta. 

Operando in conformità di quanto è stato detto, la 
equazione generale 

(F- t-pt+g= 0 

si trasformerà in 

x" -ì-px — q, 

e questa in 

x- + pn -+- ^j- - ■ ~q + ~, 
ed estraendo la radice 

Da ciò si vedo che 1' equazione quadratica 
«' +ps+g— 0 
ha a cagione del doppio segno +; due radici; e queste 
saranno 

reali diverse se la differenza — f -4 " * positiva 
reali uguali » t » nulla 

immaginarie » » » negativa. 



110. Per risolvere una equazione qualunque di secon- 
do grado, dopoché essa sia stata ridotta colle necessarie 



operazioni alla forma generala 
eì potrà far uso della formula 




detta formula ili risolwrìtmn, sostituendo a p e q i valori 
particolari doli' equazione proposta a risolvere. 

Esempio. Vogliaci conoscere quali sono i valori di x 
.-iO'i ili sfanno all'equazione 

te 1 — 12» —16. 
Trasportando e dividendo per 4 s'ottiene 

Sostituendo i valori —3, — 4 io luog-o di p e q nel va- 
lore generale 

— -4}±V / -f-?. 

sì avrà 

2 1 ' '4 

Adunque 4 e —I sono la radici dell'equazione proposta. 

Appuc.izjonti I. Sono 20 tra uomini e donne e gli imi 
t l'altre spendolo 24 lire; ma ogni uomo spende aria lira 
più d'ogni donna; guanti sono gli uni e le altre? 

Supposto x il numero degli uomini, sarà, 20 — x il 
numero delle donne. E poiché queste spendono insieme 24 
lire, ciascuna spenderà 

24 
20 -x 



Li spesa ilei singoli uomini, elio essendo x e spendalo 
24 

insieme 24 lire sarebbe —, diminuita d'una unita ugua- 
gli™\ la .spcta di ciascuna donna. Avremo adunque 
24 24 



-18 x -hiHti-^ft 



X = 34 : j ; \/_480-1-~, 
a; — 34 1- 26. 

I due valori distinti elio soddisfanno all'equazione sono 

disfatto dal primo valore, poìchc ciucntn ù in coiiiMdi/ioiic 
eolia condizione espi es^a nell'enunciato, e die dite il nu- 
mero degli uomini unito a quello delle donne dovere es- 
ser 20. 



:. Il primo valore 
colla natura del problema, mentri 
deve esser rigettato qunl soluzio 
stabiliremo che uno *.olo dei vaio 
al problema, che conduce ad un 
gradii La ragione di ciò * eviden 
qunzione; i valori di questa si riferiscono a due quesiti 
diversi e un quesito non poi) avere ohe una sola ooluziuno 
determinato dalle condizioni clic lo aL-coionagnano 
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.Applicazione II. Dividere v.tm vetta in media ed estre- 
ma ragione, dui dividerla in due parti tali che la parte 
maggiore sta media proporzionale ira l'intera linea e l'ol- 
irà parte. 

Chiamando a la data linea, ed x la parte di essa 
maggioro, dovrà aversi 

a:x ; : x : a — x, 

x" — a (b — a:) , 
x'-\-ax — a ! = 0, 

La prima sola di queste due nulici essendo positiva, l'altra 
inni so'Idi.-iù nlla natura td-1 problema. 

Per intorpetrare il valore negativo di a;, il medesi- 
mo si rappresenti con — a. Dalla equazione x~ =a(a — x) 

[- a )«-a(o- (-a)), 

onde a è media proporzionale tra a ed a+a , e corrisponde 
alla seguente questione: 

Trovare nel prolungamento di AB 

X A ' B 

un punto x, elio sia distante da A di una lunghezza 
AX=n media proporzionale tra AB=a J e XB=a-§-a. 

Adunque le soluzioni negativo dei problemi di se- 
condo grado dabbonsi interpetraro generalmente in senso 
opposto alle soluzioni positivo, coma nella maggior parte 
ilei problemi di primo grado. 
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Relazioni ira le radici ed I eoefflclcnli 
di una equazione di secondo grado 

111. Convien notare la somma ed il prodotto dell'e- 
quazione quadratica 

x' ! +px-t-q=-0. 

Chiamando a, ò questo duo radici, sappiamo ossero 
le medesimo 



Moltiplicando te medesime membro a membro si ha 



cioè: 1* la somma delle due radici d'ito' equazione di se- 
condo srado die abbia zero nel secondo membro, o, come 
suol dirsi, mandata a zero, è ugnale al conciente del se- 
cando termine preso con segno contrario: 2." il prodotto delie 
due radici di un' equazione di secondo grado mandata a 
zero e ugnale ai termine noto della medesima. 

Da ciò rilevasi 

1. ° Che si possono assegnare la somma, il prodotto 
ed i segni delle radici d'un' equazione di secondo grado 
senza averla risoluta ; 

2. °Cuo dato lo radici di una equazione di secondo gra- 
do, puù sempre determinarsi l'equazione cui appartengono. 





Sommando queste due equazioni sì ottiene 
a+6 = -p. 



ai^q; 
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Infatti posto che ìe due radici siano a=>6, 4, saia 
p=* — — 2, q^= — 24, onde l'equazione cercata è 

X 5 — 2* — 24 — 0 : 
Il che può verificarsi risolvendo questa equazione; 

3." Che posson sempre determinarsi i valori di due nu- 
meri quando ne sia nota la somma ed il prodotto. Po:-- 
infatti che la somma di due numeri sia 11, ed il prodotta 
dei medesimi 30, siccome le radici dell'equazione 

x*-lla+30— o 

son tali appunta che la lor somma è li, ed il lor prodotto 
è 30, è chiaro che risolvendo detta equazione deterrainu- 
remo ciascuno di questi numeri. Si risolva perciò quest'ul- 
tima equazione, e troveremo per x i duo valori 5 c 6, c'io 
sono appunto i due numeri che soddisfanno alle due coi- 
lii/ioui richieste. 



Traslto rmazloo e del (ri unni io 

a; : +px-f-q 
lo fattori di primo grado 

112. Il trinomio x--t-px+q è il primo membro d'jiia 
equazione di secondo grado mandata a zero; — p e q lap- 
preseiifano rispettivamente la somma ed il prodotto dello 
radici di tale equazione: sostituendo perciò apeqì loro 
valori (111), ai avrà l'equazione 

x'+px-i-q^ 0 

cangiata nell'altra 

X- — ax — 6x + ab = 0 ; 

da cui rilevasi 

jc(jd— a) — b{x — a) ^0, 
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{x-aHx-i) =0: 
adunque il primo membro ili una equazione di secondo 
grado, cioè il trinomio dell» forma x-+px+q è uguale 
a! prodotto 'li duo binomi il; primo ltu lu uguali all'eccesso 
di x sopra ciascuna radice. 

Osservazione 1. Cotale proprietà nel trinomio xH-px+q 
può anello dimostrarsi noi modo seguente. 

Sappiamo (27) ulii! un polinomio inclinato per le po- 
tenze decrescenti di $ k divisibile per il binomio se — a, 
quando .-istituita a ad .■■ il polinomio diveiisra sturo. Ora 
essendo a una radico dell'equazione x"+px+q^-D, ó chiaro 
die il polinomio costituente il primo membro di questa 
equazione per la sostituzione di a ad a si annulla, onde 
diviso per e— a, il resto sarà nullo ed il quoziente sarà 
del grado 1 (36. Osserv. a) e della forma del dividendo, 
cioè della forma x — a. Ma b essendo un'altra radice del- 
l'equazione, il primo membro di questa sarà pur divisibile 
per il binomio x—b, che ha la forma voluta: dunque i 
fattori onde risulta il trinomio sono x—a, x—b, essendo 
(t e b le radici dell'equazione 

Us'BUvAiriONB 11, È da osservarsi ebo tale proprietà del 
trinomio x'-*-px-*-q ferie aneli i usa a determinare un'e- 
quazione di secondo grado quando ne siano noto lo radici. 

da tali radici è- della forma x" -+- px ■+- q ■ 0, ed i! primo 

membro di questo equivale a (x- n)(x--b). fatta la sv;ti- 
tuzirttio dei valori di a e di i, «ara 

{/ 3)(* + 4)~0. 
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Equazioni che si riducono a quelle 
di secondo grado 



113. Tra le equazioni ili grado superiore al secondo 
meritano osservazione quelle clie si riducono alla forma 

le quali sono risolubili come quello di secondo grado per 
mezzo di un e ausameli lo il' inc;oy ri it.;i. Se infatti poniamo 
a"i<=^, r equazione generalo 

si trasforma Dell' altra 

che risoluta rispetto ad y da 



114. Nel caso particolare che sia m— 2, l'equazione 




e poiché g=x m sarà 





Generale 



x" , "-hpx>"-i-q= 0 



si converte il 
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la quale chiamasi hiqitairata , e che risoluta dà 

Quest'ultima formula sia a dire che in generale sono 
quattro i valori di x, o le radici di uiiViiliìl/lihic tiiquadnit.'L, 
e che tutte queste radici, o due di esse soltanto potranno 
risaltare, secondo la diversità dei casi, reali o iniag-inarie, 
razionali o irrazionali. 

Cosi dell'equazione — 13a 2 -i-36 = 0 esistono le 
quattro radici reali # = + 2, s=-+3; e dell'equazione 
a*— e 5 — 2=-0 le due radici irrazionali s=+V2 e le due 
immaginarie x=±l/ — T. 



Trasformazione dell' espressione i/a±i/b 



115. La formula che dà il valore di a nell'equazioni 
biquadratiche si è 



Cotale espressione può dirsi equivalente all'altra 

rappresentando con a la quantità — |p e con S la quan- 
tità - 1+ ?L. 

Se * non e un quadrato, V5 è irrazionale, e l'e- 
spressione \/a±V* diviene complicatissima. Oggetto della 
presente discussione si è di far vedere come talune volle 



può tornar utile trasformare detta espressione in una som- 
ma di radicali semplici in modo da a-rere 

dove x cii y sono commensurabili. 
Infatti da 

si La 

ossia _ 

equazione ohe resta soddisfatta eoa 

a = x+y ( . a=x+if 

Ora sapendosi che in una equazione di secondo grado 
e 2 + ps-§-J = 0 
il coefficiente p uguaglia la somma delle radici dell'equa- 
zione prese con segno contrario, e q uguaglia il prodotto 
delle radici medesime, è chiaro che potrà porsi 

Perciò x ed y sono le radioi dell' equazione 
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So dunque è un quadrato, i valori di x ed y sa- 

ranno commensurabili, e la trasformazione sì farà per mez- 
zo della formula 

Osservazione. Se invece di \ZnH-V 1 *, dovessimo tras- 
formare \/a— Vf, potrebbosi porre 

/a - Vi"- Vi _ V'f, 

cioè 

n— v 'Ì=a:-t-2/ — 
equazione soddisfatta se pongasi 
o = a:-l-y 
ì/T=~ 2Yxy 

come nel caso precedente; e anche allora la trasformazio- 
ne si farebbe per mezzo della formula 

t/.T^-yA +'jp -v'Evpa 

Alcune equazioni di secondo grado 
a due Incognite 

I1G. Spesso avviene di avere un sistema di due equa- 
zioni a due incognite, una di primo e una di secondo grado. 
Ne'casi speciali diversi iiriifirii pt.nsunu spianarci la via ad 
avere dalle due equazioni una sola equazione di secondo 
grado con una sola incognita, o due equazioni di primo 
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grado con due incognite. Cosi avendosi il sistema delle due 
-luazioni 

Xt+p* — 202 
,r-t-j< — 20, 

duplicando la prima e quadrando la seconda avremo 
2j:'-(- 2^ — 404 

sottraendo quest' ultime tlue tra di loro si otterretilie 
x" — ìxy-t-y" — 4, 

(s-y)> = 4. 

e pevciò 

Quest'ultima equazione e la seconda dello duo proposta 
sommando e sottraendo danno 

1 = 11, ovvero 0, y = 9, ovvero 11. 
A facilitare però il metodo da tenersi nella risoluzio- 
ne di tali sistemi di equazioni, riterremo per regola gene- 
rale di isolare ti n'incarnita dall'equazione di primo grado, 
considerando l'altra incognita come nota, e sostituirne il 
valore nell'altra equazione: questa risulterà di sciando gra- 
do ad un'incognita sola, oìte potremo perciò facilmente 
determinare, e por mezzo di questa determineremo mirlin 
l'altra incognita. 

Esempio. Ripreso il sistema 



se dalla seconda prendiamo x-^W— y, e sostituiamo que- 
sto valore nella prima, avremo 

400 — 40y+y2-4-yt = 202, 
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ji; — 20y-|-99 — 0, 

p-.lO-tl — Il ovvero 9, 

e perciò 

Altro Esempio. Sia ancora da risolvere il sistema 
;ry = 10 

»-y-3. 

Dalla seconda equazione abbiamo 

il qtial valore posto nella prima da 
y»-t-3jf— 10=0, 




ji=2 ovvero —5, 

x = 5 ovvero —2. 

Osservazione. Talvolta un sistema di due equazioni a 
duo incognite, una delle quali equazioni è di un grado 
superiore al secondo, per mezzo di alcuni artifizi! può ri- 
dursi ad un sistema ili due equazioni a due incognite, l'uua 
di primo e l'altra di secondo grado. Avremo un'idea del 
coma procedere in siffatte soluzioni risolvendo il sistema 
seguente : 

_L _! JL 

x + y "** 6 ' 
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Da queste due equazioni derivano le seguenti 
xy(x + y) = %fi 
6 (x -t-y) = 5 xij. 
Chiamando n Xy, e ■o x+y , avremo 

Cu = 5». 
5 

Da quest'ultima abbiamo t=-^-jì, e questo valore sosti- 
tuito nella precedente da 

T— 

«* = 36 , 

donde 

« = ±6. 

fi e 

E poiché '=y«, cioè v—-^- X±S, ai due valori di u 
corrispoo deranno quei di «=-£5. 

Prendendo il segno superiore dei valori di « e n 
avremo 

xy = 6 
as-t-y=5, 

il qual sistema, risoluto coi metodo tenuto nei due esempi 
che precedono, db 

«=.2, y— 3. 

Prendendo il seguo inferiore dei valori di « e e si ha 
xy— — 6 

x+y = ~ 5, 
dalle quali equazioni si ottiene 

X 6, y=. l. 
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CAPITOLO V2X 



DELLE DISUGUAGLIANZE 



1 17. eliminici ihxv.:ivuiiii'i«:n v.v.i (/.-pressione algebri- 
ca, la quale permette ili determinare i limili tra i quali 
devo essere o non lieve (usure compresa l'incognita, quan- 
do una quantità (funzione) che dipende da essa incognita 
•leve essere maggiora o minore di un 1 altra. 



1 1 %.RUitìrrrr unii di-ii^iirijrilanza sibili (icn irnvnre quali 
sono i limiti dell' incognita , perche, una data, espressione 
soddisfi a talune cimlizi'iui sl.ibilik 1 . C:i'> .si olliflne eseguen- 
do sulla disiigua^tian/a operazioni tali, elle l'incognita ri- 
manga isolala e positiva in un membro, o nell'altro siano 
lo quantità note, conformo fu indicato parlando delle ope- 
razioni che posson farsi sulle equazioni di qualunque gra- 
do. Nel presente capitolo non ci occuperemo die delle dis- 
uguaglianze di primo e secondo grado e di alcune delle 
loro più fa:.' ili applicazioni. 

119. Tutte le disuguaglianze di primo grado possono 
ridursi alla forma 

Ax + B> \,x-*-B„ 
nella quale x sola è l' incognita, e le altre quantità sono 

Trasportando e ponendo x a fattor comune si ot- 

x(A-A,)>B, -B, 
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R, — lì 

secondo clic la differenza A — A, 6 positiva r> negativa. 
Adunque [i ere In; la disuguaglianza 
Ax-t-B<A,z-HH : 
esista., basta prendere x maggiore o minore ilei rapporto 

B, — B 

.il <[L:il [';■] i [H :;'!f.i i!;<:us! il Il Ulte liti Wll'il'i 1Ì1 j; , 

poiché a prendere per X tale valore, la disuguaglianza si 
cangerebbe in una uguaglianza, ^ a uou esìsterebbe più. 

Esemwo. jSV toijlkiìiu superi: q»ulì ra/m'i di x soddisfa' 
ranno aita dtsHQuagliania 3x+9>2:t — 7. 
Sostituendo nella formula generalo 
B,- B 

trovo x>— 16. Da qui rilevo die i valori di x compresi 
tra —Hi e oo soddisfaranno alla disuguaglianza, e elle per- 
ciò do é il limite superiore di tuli valori, il die ù quanto 
dire elio il limite superiore non esiste, e —lo" e il limite 
inferiore: tanto è vero, che ponendo —10 in luogo di X, 



AiTr.tCA7.iusn I. Il HKiuaxt da danai-, di A ri (aie die 
il loro triplo più 1 è minore de! loro doppio più 20; e que- 
sto numero diminuito di 1 e diciso per se stesso accresciuto 
•li 11 dà un quoto i.M'jtjiorc di Quanti sono i danari di A? 
Dulia prima et indizione si ha la di? uguagliali za 
3X ■+- 1<2 20 , 
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Sostituendo ad x il silo vaiare 2a—y. 



K poiché y=2fl— a, sostituendo nell'ultima dìsu- 



-2« + E< C -a 
x<a+c. 

I lìmiti fra i quali deve mantenersi AH vedo perciò es- 
sere a-t-c e a—c, devo cioè essere minore di a-t-s e mag- 
giore di a—c, che se non fosse maggiore di a— c non 
potrebbe essere maggiore di y, il che è contro l'ipotesi. 

Identico ragionamento si farebbe por dimostrare quali 
sono i limiti fra i quali deve essere compresa AM<BM. 

ISO. Una disuguaglianza è di secondo grado quando 
si può ridurre alla forma 

Ai ! -hBx-*-C<o, 
dove A, B, C sono quantità note, ed I è l'incognita. 
Se dividiamo tutto per A e rappresentiamo conp, ([ 
B G 

ì quozienti —, —, le due disuguaglianze si cangiano ia 



le quali Tanni cangiate ili senso, il maggiore cioè vn can- 
giato in minore o viceversa, quando A divisore sia negativo. 

Risolviamo questo due disuguaglianze: corchiamo 
ci™"' quali valori hi.sofrm attribuire ad a; perchè il trino- 
mio x-+px+q sia positivo o negativo. 

121. Distingueremo tre casi' l."o le radici dell'equa- 
zione x'-*-p£-*-q- 0 sono reali e disuguali; 2 °o delle radici 
sono reali mi ugoaj; 3.* o sono itili no immaginane. 

I.* Caso. Cliiamanilo usile radici dell'equazione 
xì -t-px-i-g — 0 , 
sappiamo (112) che il trinomio x ! +px +q=(x~a) (x— b). 
Ora è chiaro che se i due fatturi X — a, x — b hanno lo 
stesso segno il loro prodotto sarà positivo, e positivo sarà 




della minor radice; o sarìi negativo se il valore di e sari 
l'ohi preso ira lo due rullici. 



En empio. Cerchisi tra quali raion pvù variare il ta- 
li»-* iV X. jirrrJtr .' ',■ .y.-.-, v \- ù\ |-H ,nr,i x-n ;„ì,„ii- 
ginaria, cioè jfrrìtè il trimmiiu x-— 6x-i-8 sia positivo. 

Uguagli andò a zero il trinomio, le radio! dell' o- 
qu azione 

x- — 8s+8 = 0 
sono 4 e 2. Queste radici i-^uìo reali e diverse, il tri- 
nomio non sarà positivo se non a condizione che a sia 
maggiore ili 4 , o minore di 2; cioè i valori di x ponno 
variare da oo a 4 , e da 2 a —co. Infatti dando ad x il 
valore 3, il trinomio diviene uguale a —1, cioè negativo. 



in 

2. " Caso. Supponendo clic lo due radici ileU'equazioae 

a» +p$-t-t/-^0 
siano uguali , e rappresentandole ciascuna con a, il trino- 
mio tf+pe+g-fr-a) (e~a)-{x-a)\ 

Ora è chiaro che qualunque sia il valoro di x, cioè 
qualunque sia la differenza x — a, (a — a)" sarà aempro 
positivo; perciò in tale ipotesi il trinomio sarà sempre 
positivo. 

Esemplo. Per piali valori di \ l'espressione V*" — fis-i-9 
sarà positira? 

Poiché le radici dell'equazione 
x" — Gx-h a -= o 
sono ciascuna Eguali a 3, il trinomio sarà positivo per 
qualunque valore di x. 

Ciò può verificarsi aucora coll'osservare che il tri- 
nomio ò il quadrato di x—2, e che quindi tal differenza 
alzata a quadrato non può mai doro un resultato negativo. 

3. ° Caso. Supponiamo infine che lo radici dell'e- 
quazione 

ai+px+t/^O 
siano immaginarie; dovrà aversi necessariamente 




Ciò posto , poiché si potrà sempre fare 
x"- -WX +q =s= ^px-^+q - \q , 

ed e il secondo membro composto di due parti positive , 
giacché g— ^7- per ipotesi è maggiore di zero, è chiaro 

8 
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che il trinomio non può essere mai negativo, o minore ili 
zero ; ma che por qualunque valore di x detto trinomio 

Esempio. Cerci: al Irti quali nitori pv.ò -tartare il valore 
di x. senza die l' esjiresslùne V**'— 4x-h5 divenga Imma- 
ginarla. 

Risoluta I' equazione 

a- — Aa + h =0, 
si trovano le radici immaginarie 
a = 2 + V~, 

Ciò indica che non esistono limiti por i valori di a, e che 
perciò il trinomio non sarà mai negativo. 

Se infatti poniamo 0 in luogo rli a, il trinomio di- 
viene uguale a 5 , cioè positivo. 

Altro Esempio. Per gitali nitori di x sarà soddisfalla 
la disuguaglianza 3x— x'-'— 7<0? 

J'uicliO ik'tlu i.[|rtii;ni;i!:!iii]i/;i fM;iiiv;ilv r 1 1 1 ' nitrii 

e questa, siccome le radici dell'equazione 

a : —3s -1-7=0 
sono ì:m>i.ii{Ì!i;ti'ie . h sodili.-tfalia ila i;ij;i:iuli;uì! valore ili 
W, la disuguaglianza 

Zx—sfl -?<0 

sarà impossibile. 
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Applicazione della teoria delle disuguaglian- 
ze alle qulsllonl di massimi e minimi 

122. Allorquando una espinssione ;tlfrelirlca contiene 
alunne r j 1 1 n t ■ 1 L 1 r ■. ceselliti insieme ivi ab:u;ia quati'itii chia- 
mata. xariabHe, tale cioè elio può assumerò qualunque au- 
mento o diminuzione , detta espressione può crescerò con- 
liuuameute, o continuamente diminuire per valori conve- 
nientemente .luti alla variabile die contiene, oppure tali 
aumenti o diminuzioni possono arerò corti limili oltre i 
quali 1* espressione diverrebbe immaginaria. I valori della 
variabile, che rispondono a questi limiti superiore o infe- 
riore dell'espressione data, dìcnn.-i il massimo O il minimo 
della variabile. Gli esempi che seguono insegneranno il 
modo da tenersi nella soluzione dei problemi sui massimi 
e sui minimi, quando = iilatti problemi non eccedano il se- 
condo grado. 

1.* Corchisi qua! valore coiivioti dare ad x per ronderò 
massima o minima l' espressione 
2(1 — 3sV 

Uguagliando ad y l' espressione 20— 3x- , si ha 
20 — &c- =y 



Il massimo valore che può ricevere y senza che x divenga 
immaginaria ò 20, adunque l'espressione 20— avrà 



20 — y 
3 




2.° Cerchiai por quali valori di x diviene massima o 
minima l' espressione 

Uguagliando ad y questa espressione , avrò 

e risolvendo questa equazione rispetto ad X ho 



Affinchè questa espressione nini sia immaginaria deve evi- 
vìd 011 temente aversi 

13-K4j>0, 

4y>-13 

^ 13 
y> --. 

L'espressione data non ha adunque un massimo, ha un 
13 

minimo che corrisponde a — — , nel qual caso il valore 

di x che la rende minima c come rilevasi dal porro 
nella formula 



3." Vogliasi ancora trovare il massimo o il minimo 
'1 ■-■11 ' espressione 

x"~ — 2x + 2\ 
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Uguagliami^ ad y questa espressione si ha l' li- 
quazione 

a: 2 — 2a;-4-21 — Gxy+- 14ji = 0, 
che risoluta rispetto ad x da 

a; = 3y-t-l + V9y;-8y — 20. 
11 trinomio sotto al radicale uguagliato a zero tia te due 
radici reali e disuguali 

dunque perchè il valore di x non sia immaginario con- 
viene che y (121) sia maggiore di 2, o minoro di — 
cioè il minimo dell' espressione in valori positivi è 2, e il 
10 

massimo in valori negativi è — A questo minimo e 

massimo dell'espressione corrisponde il minimo 7 e il mas- 
7 

simo — — dei valori di x. 

Ciò putì anche verificarsi sostituendo 7 ad a: nel- 
l' espressione data; questa diviene uguale a 2. 

123. Problema. Due numeri danno ma somma costante 
2a, guai' è il massimo del loro prodotto f 
Sìa p il prodotto corcato; sarà 
x+y = 2u 
xy = p. 

Poiché dalla prima equazione si ha x=2a—y, sostituito 
questo valore nella seconda abbiamo 
x(2a-x)=j>, 

ondo 

x* — 2ax+p = d, 
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Dunque il prodotto massimo è a-, e in questo caso È r— a, 
c percir'i ,y a:\-\iyi i^rr/;"'' il ]:".jili.i;to sia iiki ■- iir,(> i iluo 

124. PnoiiLHMn. /; jirofloll'i ]i fi/ fife -,<a,,icri è costante; 
guai è II 'mi'uhro della Info t-oaiatti.' 

Chiamando s la somma, giusta l'enunciato avremo 
xy-p 
x-i-y — s. 

^(isfituriirlo il valore ili x. ilaio dalla Kwoiiila l'iiunziiuif*, 
nella prima ai ottiene 

y - — jy+j) = U, 

donde 

s ./ s- 

y= T ±V-p+-4- 

Perché y ubbia un valore reale è iluopo elio sin 

r- 

— >!' 
*>2V> 

Dunque perchè la somma sia minima conviene elio non 
sia minore di 21/ ji. E siccome Mio t=zVp f si trova 

x= Vp, 

■ietta somma sarti minima quando ciascun numero sarà 
uguale a l'ji. 



i2:t 

19Ó. Piiohmimu. La samum di di'r- wmcri essendo co- 
stantemente ugnale a io, per quali valori di questi numeri 
sarà minima la somma del loro quadrali? 

Sia * la somma dei quadrati di questi numeri, si avrà 

x' ! -t-y' ! = s. 

Operando come negli esempi precedenti si ottiene 




Perchè y aia reale conviene che si alibia 

E siccome posto j=2a", si lia y=o, e perciò z=a, segun 
che la somma dei quadrati de' duo numeri sarà minima 
quando i duo numeri saranno uguali. 



CAPITOLO -Vili. 



IMCOGRESMONI 



Progressioni per dlOTereuza 

12IÌ. Chiamasi ^nii/r^xìone una serie di termini tali 
che il rapporto di due termini consecutivi qualunque ù 
sempre lo stesso. 
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127. Una serie ili termini, elio abbiano un rapporto o 
ragione aritmetica costante, ditesi progressione aritmetica 
a per differenza. Essa poi è crescente o decrescente : è cre- 
scente se il secondo termine ù uguale al primo fmmentato 
della ragione, il terzo uguale ;il secondo annientato della 
ragiono eco. : è decrescente so il secondo è uguale al primo 
diminuito della ragione, il terzo è uguale al secondo di- 
minuito della ragione, e cosi via via. 

È crescente la progressione 1 , 3 , 5 , 7,9 ecc. 
È decrescente l'altra 20, 17, 14, U, 8 ecc. 

Queste progressioni soglionsi scrivere come ap- 

FrCSSC " -1-1.3.6.7.0.... 

-f- 20. 17.14 . 11 .fi 

In ciò ohe segue non considereremo che lo progres- 
sioni aritmetiche crescenti, poiché lo formule che in questa 
ipotesi giungeremo a stabilirò si applicano ugualmcnto al 

caso in cui la progressione sia decrescente, colla somplico 
avvertenza dì cangiare la ragione, che nelle crescenti chia- 
meremo r, in — r. 

128. Teorema. Un terrai»» qualunque {termino gene- 
rale) di una progressione itrihudica crescente è ugnate ai 
primo aumentato delia ragione moltiplicata per il mimerà 
dei termini meno mio; od atl'vJtiiw, diminuito della ragiono 
moltiplicata per il numero tini termini meno uno. 

l'Ulta pregivi ione aritmetica crescente può sempre 
rappresentarsi con 

-a.b.c.d n.t.k.l, 

dove h, e, iì ecc. sono termini sempre l'uno maggiore 
dell'altro. Ma per delinuiouo abbiamo 
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c = a ■+■ ir 

dunque ci li amali do 11 il numero ilei termini, 
tr*.a+(u-l)r. 
2.° Abbiamo pure por definizione 




dunque 

«-[-(n-ljr. ( 

Applicatone. Poiché la serie ilei numeri impari 1, 3, 
5, 7 ecc. è una proya'.s.siiìin; aritmetica crescente, in cui 
a=l, r=2, se ci proponiamo sapere quale sarà il cente- 
simo termine di quiuta s^rìi?, .-^h/.ìi pacare pur tutti i nu- 
meri intermedi, avremo questo termine, che chiameremo 
dalla formula l—a-t-(n—l)r, nella quale sostituendo 1 
ad a, ì ad r e 100 ad », si troverà 2=l-f-A9X2— 199. 

129. pBoatEitA. Inserire un mimerà n di medie (diffe- 
renziali) fra dve termini dati. 

Questo problema <?si!:(r elio i termini n da inserirsi 
costituiscano insieme coi dati, do' quali l'uno è il primo 
e l'altro l'ultimo, una progressione per differenza. Ora à 

ò noto il primo t'Tmine, aL'fjiuliij'cndo a questo detta ra- 
giono si avrebbe il secondo tui-miiK', ;j;.;-yiiirjjjeinlola a que- 
sto si avrebbe il terzo, e cosi di seguito. Tutta la difficolti 



ì la Tnpinnr. osservo die 
i . quieti iiiiiorrifi coi due 
io costituire mia progres- 



AppuCaziomb. Vogliasi sapere. od esempio, qual'è l't 
•li 9 individui. de'qoali il primo ha 8 anni c l'ultimo 
ha 4N. sapendosi eh» feu l'uon o l'olirò v'è una stei 
differenza <V eia. 11 ptobkraa ni riduce evidentemente 
inserire 7 medie fra i termini 8 e 48 l.a rapirne cw?n 

incognita, la conoscerò dalla formula , poncu 

48 In Iuoro di I e 1 in luoyo di n. Sarà dunque 



Inserendo » inedie fra a e 4, la ragione ilei termini di 
questa prima proRTessiune sarà espressa da iiisorcu- 
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prhiiUiia lìirisa pel tir»nero dei termini ila in.1erir.1i piit 
Uno. Ma b— a=>C— b; dunque le raglimi dei termini ilelle 
due prime progressioni, o perciù quello dei termini di tutta 



o desimi progressi' 



ragione di quieti termini inseriti i: ; od 



rire »X«iX»s- 
i. possiamo iosa 
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e fra tutti i termini presi a due a due di questa progres- 
sione inserire nuovamente — 1 incilie, poi fra quelli dulia 
nuova progressione presi a due a due n« — l medie eco. 
Infatti, rappresentando i fattori n, X*h— ■ — 1 co1 fattore 
p — ì, tutto si ridurrà ad inserire nXp— 1 medie fra i due 

prima «—1 medie, poi fra ciascun termine della progressione 
formata e il seguente p— 1 medie: map— l=n l xii,.., — 1, 
dunque al solito potremo inserirvi «| — -1 medie, e fra i 
termini presi a due a ilue ili questa progressione — 1 
medie. Viceversa, avendosi da inserire 7» — 1 medie diffe- 
renziali fra due termini dati , e fra ciascuno di questi e 
il auo conscguente »n — 1 termini ecc., possiamo inserire 
tra i due termini dati un numero di termini espresso da 
«XntXn*....— 1. 

131. Teorema. Za somma di dtie termini qtialmiqae 
equidistanti diujli estri-mi è ugna!?- itila munita degli estremi. 

Siano a ed i gli estremi,* ed y duo termini qua- 
lunque equidistanti dagli estremi. Abbia x avanti a sé « 
termini, ed y dopo di sè n termini. Sarà 



Sommando queste equazioni avremo 

uomo avevamo enunciato. 

132. Teorema. Za somma dei termini d'una progres- 
sione per 3iffemt:a <! mjimie ttUu ,M;,r.na rìei/li estremi mol- 
tiplicata per la metà del numero dei termini. 
Abbiasi la progressione 

~ a . b . e ( . k . t 
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od nuche 

S = l-t-ìi + i .... -t-c + b + a. 
Somma mio avremo 

2* = (o+I) 4-(H-ft) + — t- (i+e) + (ft-f-J) + (l+a). 
Le quantità fra parentesi sono n di numero e tutte uguali 
ad (a-W) : sarà adunque 

2s^=[a + l)n, 

133. Marcii le duo formule elio esprimono l'ima il far- 
mine generale, l'altra la somma dai termini d'una pro- 
gressione o il lei-mine sommatoria, e che sono 

i~a-*-(»-l)7-, 

* -(a+O-y, 
possiamo stabilire altre diciolto formule , venti comproso 
questo due, le quali servono alla soluzione ili altrettanti 
quesiti, poiché dalla varia combinazione delle medesime, 
date tre delle cinque quantità a, r, l, n, s, si putì avaro 
qualunque dello altre due, o come suol dirsi, ciascuna 
dallo cìnquo puù aversi in funzione di tre dello rimanenti, 
Pecunia vudi'si nella tavola seguente. 



i ed s il 



funziona di 



,-,+•=£ 



il ed ; io fu usuili.' 'li 



-7-T±V'7-lf-T)' 

i — •f±v'*»+(«— j-)' 



r cil .t in funzione <li j 3' = 

«, », |i--|-(a+() 

r ed ? in funzione di f 



2(j - n«) 



r ed » in funzioni! 'ti 



d i in funziono di 



" a + l 



7 ed f in funzione ili 
r, », j. 

a ed « in funzione di 
r, i, j. 



s ln — Y\ 

-4-+v / -»'*(ì*t)' 



a ed t in funzione di 



«(«-!)• 

134. Con ciascuna ilelia precedenti formule può risol- 
versi un quesito infierente; perù siecume indipendentemente 
ila questo formule giova sapere una redola generale per 
risolvere un problema qualunque relativo alle progressioni 
per differenza, stabiliremo quanto seguo: Dati tre elementi 
d'una progre.v-i'jne p.;r .1 i i j". ■ l'i' ti , .-i sostituiscano ili cia- 
scuna delle due formule relative al termine generale e al 
termine sommatuno: se vedesì elio mia sola di queste due 
formulo o suili'.'ieuto pi.'r sè a risolvere il problema, non 




nell'altra equaziuue il trovato valore, questa si convertirli 
in un'equaziono ad una sola incognita o di primo o di so- 
cundo grado, per mezzo della quale il problema sarà ri- 
soluto. 

Gli esempi elio seguono daranno bastante idea del 

Esewpto I. l'urtili cullavate lire 3000 al fruita dei 4 per 
cenili, e per 20 anni dm. va'ti ri si a;/'i>' unsero lire 400 ai 
capi/ale dell'anno precedente: guai sarà !' interesse dcll'iil- 

Lire 3oOO a! 4 per 100 danno. . 144 
. 4000 • p » . . 1M 
» 44011 . » ■ . . 17fi 



Si vede che la rendita del primo anno è di lire 144, e clic 
l'aumento annuo ù ili lira 10. Sì ha adunque una progres- 
sione aritmetica di cui a=Hi, r=16, n— 30. La formula 
l—>a-h(n~- l)r vedo che risolvo subito il problema, o dii 
Z = 144+ 19 X lo' = 448. 

Esempio li. Supponendo die «n grate cadendo percorra 
metri 4, 3 nel primo secondo, e in ciascun secondo seguente 
percorra Metri 9, 81 più che nel seconda Precedente, gnauli 
metri percorrerà un grate durante un mezzo minuto, e 
iji'.i'itti nel!' l'tiihio secondo 1 } 

Abbiamo «-=4, 9;r = 9, 81; n-—W. 
La formula / ^a + (n — l)r da, 
; = 4, 9 + 39x0. HI 
Z = 28!>, 39; metri percorsi nell' ulli- 

La formula s = (<t-H)~!j" dà pure 
i- = (4, 9 + 289, 39)15 
j — 1414, 35; metri percorsi durante un 

mezzo minuto. 

Esempio III. Fra l'istanti? in citi fasciai ci.vif.re mi pic- 
cai grate in ma voragine, e quello in cui mi giunse al- 
l'orecchio il suono Mia percossa, scorsero 6 minati secowlì. 
Snjiponendo la stessa legge che sopra, e Ai più che il suono 
percorra uniformemente 340 metri per ogni secondo, cer- 
chisi la profondità della voragine. 
Prese le <luo formule 

t-a+l*-l)r, 

s=(a+i)^-. 
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e sostituite le quantità note, alitiamo 

l_4, 9+(n-l)9, 8 

,= (4, 9 + 1) |, 

Ponendo il valore di l, dato dalla prima, nella seconda 
abbiamo 

2i = 4, 9»+(4, 9+(n-l)9, 8)« 
2s = 4, 9rt+(4, 9-1-9, 8« — 9, 8))i 
2* = 4, 9» + 4, 9ra-»-9, 8n- — 9, 8s 
2*— 9, 8ni 

j = 4, 9n?; spazio percorso dal grave. 

E poiché il suono ha percorso lo stosso spazio in 
fi— «mimiti secondi, facendo 340 metri per ogni secondo, 
sarà j=J40(tì— h), e dì qui l'equazione 
4, 9jì ! = 340{6 — «), 
la quale risoluta rispetto ad n, darà 55; por cui lo 

spazio percorso, die avevamo trovato essere uguale a 4, 9)1-, 
sarà 150 metri. 

3 

Esempio IV. A noi possiede che ì — dei soldi die ha 
B, e la somma dei soldi di tutti e due uguaglia il numero 
dei termini d'una progress ione per differenza il cui primo 
termine i 2~, la ragione -j- e la somma dei termini 1900: 
guanti soldi ha ciascuno? 

La difficoltà di questo problema consiste nel dover 
trovare dapprima il numero totale dei soldi. Ora osservo 

che a~2-^-, r =-j-< *=1B00, ed » è l'incognita. Sosti- 



tuendo questi dati nella due formule poc'anzi indicata, 
queste si trasformeranno nelle seguenti: 



»-(»■ 



>o - (a4--( 



190 o-( 2 i-+a-i.+( n -i)4-)-* 

3800 -(s+i- ~)n 
11400 — 16»+»* — n 




e' soldi di ciascuno separa- 
tamente, suppongo che siano x quelli di B; A ne avrà 

— onde 

3X 

x-t --~- = 100, e perciò 
x = 70. 

Essendo 70 i soldi di B, quelli di A saranno 30. 

Esempio V. L'n carriere partendo da! punto A terso il 
punto B distante 22 cliUmnelri, nella prima ora del suo 
cammino ha fatto tot sol chilometro, nella seconda ora ne 
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ha fatti 4; 7 nella tersa, e così di seguito in progressione 
per differenza. In quanto tempo ha fatto Questo viaggiot 
In questo problema ai conosce o=-l, r=-3, j=22, 
e cercasi ». Postituiscri i liiilì nelle due equazioni solite; 
o posto il calore di i= 1-H (;i — 1) 3 nella seconda, avrò 

22~(2H-3n-3)y 
44 -=2jt + 3n2 — 3n 



6 XV 3 ^36 

6 ;rV 3tì 
n = 4 ore. 

Ossijuvazìonf, Su il prrwk-nto problema potevasi ri- 
solvere anche senza l'uso dolio formule, non avverrà cosi 
allora che problemi cimili si:mo molto complicali. 

Esempio VI. Un servitore ricere durante 13 giorni un 
aumento di 6 soldi e r,ici:o per giorno, e nell'ultimo di 
essi rteere lire 4, 50. Qual' è la somma ricevuta in tutto 
questo tempo? 

Sono noti "=I3, 5, (=90, e vuol conoscersi 

S. Sostituiti questi valori nulli! solite formule, traggo dalla 
prima il valore (ii a che trovo uguale a 12, e questo va- 
lore sostituito a ella seconda dk 
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*= (12+00)^ 
»~51 X13 
* = 683. 

Progressioni per quoziente 

135. Una serie di termini che hanno fra loro un raj/- 
porto o ragione geometrica costante chiamasi progressione 
geometrica, o per quoziente. Questa è crescente o decre- 
scente: È crescente se il secondo termine ò uguale al primo 
moltiplicato per il rapporto, il terzo uguale al secondo mol- 
tiplicato per il rapporto, e così avviene dei termini succes- 
sivi ; e decrescente se il secondo è uguale al primo diviso 
per il rapporto, il terzo al secondo divise per il rapporto, 
e cosi di seguito. 

È crescente la progrossiono 2, 4, 8, 16, 32.... 

È decrescente la progressione 2-J3, 81, 27, 9, 3.... 

Queste progressioni si scrivono nel modo seguente: 

-H- 2 : 4: 8 : 16 : 32 

4f 243 : 81 : 27 : 9 : 3 

La presente teoria non considera che le progres- 
sioni crescenti, poiché nel caso in cui le formule relative 
alle progressioni crescenti dovessero applicarsi allo pro- 
gressioni decrescenti, altro non resterebbe a fare che can- 
giare il rapporto, il quale nello crescenti chiameremo q. 

Ini 



136. Teobkuà. Un termine qualunque (termine gene- 
rale) di una progressione geometrica creicetttc è ugnale al 
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primo moltiplicato per fa ragione elevata ad ima polenta 
corrispondente a! ninnerò dei termini meno uno, od all'ul- 
timo diviso per la ragione finitili ad una jìoteii:<s cwri.yi'm- 
dente al numero dei termini meno uno. 

1* Una progressione geometrica crescente può sempre 
rappresentarsi con 

&a:b:e:d h:i:h:l, 

dove b, e, dece, sono termini l'uno sempre maggiore 
dell' altro. Ma per ditlnizione abbiamo 

i = oj 

e = aj= 

ecc. 

I = aq.*~ l 
2." Abbiamo puro por dellniziotie 



dunque 




Applicazione. Vogliasi sapere qual fu l'ultima perdita 
che fece un giuoeatore il quale cominciò col perdere 3, e 
sempre raddoppiando la sua posta perde 10 volte. È chiaro 
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ohe in questa ricerca trattasi di trovare 1' ultimo termine 
d'una progressione per quoto elio ha 3 per primo dei 10 
termini, la ragione de' quali è ilue. Sicché avremo (^-3, 
2° = 3. 512 = 1536, decima perdita. 

137. Pboblemì. Inserire n medie proporzionali fra due 
termini dati. 

chiaro ohe se dalla forinola l--^aq"-' prendo il valore di 
q, troverò il secondo (lolla pi-c^r.isHioni! moltiplicando il 
primo a per il valore dì q; troverò il tetto per mezzo del 
secondo e della ragione, e così dicasi degli altri. Isolando 
q dall' equazione l^aq"-', si ottiene 



ma poiché i termini della progressione che si va formando 
sono fl-f-2, sari 



Applicazione. Si debbano inserire 7 medie proporzio- 
nali tra 7 e 1792. Poiché il numero n dpi termini da in- 
serirsi e 7, il numero dei termini della progressione che 
si vuol formare sarà 9, quiudi 



Adunque la progressione che si voleva è 
~ 7 : 14 : 28 : 56 : 112 : 224 : 448 : 896 : 1792. 






>gTtìs 



inserendo « medie proporzionali fra m»,Is ragione dei 

inserendo lo stesso numero di medie fra b e e, la ragione 
ai questi nuovi termini sarà 

cosi dicasi tifila ragione il fi tiii'iitiui il L>lle altre progressio- 
ni sempre uguale ì'c</''« (n-1 1 ) m * della primi/Ita ragto- 

della progressione surc^ssiva; è vero perciò che tutte que- 
ste progressioni parziali non costituiscono che una sola 8 
medesima progressione. 

numero di medie proporzionali espresso da fcX»,-l pos- 
siamo inserire tra i due numeri « — 1 medio, poi Mi — 1 
medie tra ciascun termine della progressione formata e il 
seguente. Infatti, inserendo tra i due termini a ed l un 



numero n— 1 di medie, la ragione di questi termini in- 
geriti È 

fa 

ed inserendo ni — 1 medie tra ciascun termine della for- 
mata progressione e il seguente. In rafriime di questi nuovi 
termini inseriti sarà uguale (Osserv. I) alla radice «t"* 

della ragione primitiva 

* a 

Ma questa ragione t uguale a quella elie avremmo otfe- 
nuto inserendo tra a ed l «X"i — 1 medie proporzionali; 
dunque invece dinx»i — lai possono successivamente in- 
serire come abbiamo detto n— 1, n, — 1 medio proporzio- 
nali tra i numeri dati. 

inserirvi n — 1 medio, e fra tutti i termini presi a due a 
due di questa progi'e.-.-ioue inserire n, — 1 medie, poi tra 
quelli della seconda pio;.- mainili? presi a due a due 51; — 1 
inedie ecc. Infatti rappresentando con p — 1 i fattori 
m,X«i— •— 1, tutto si ridurrà ad inserire n%p— I medie 
fra i due numeri dati, il che si ottiene, come sappiamo, 
inserendovi prima a — 1 medie, poi fra ciascun termine 
della progressione formata o il seguente ji— 1 medie. Ma 
jj— 1— «|X"ìi dunque dovremo inserirvi n t — 1 medio, e 
fra i termini dì questa nuova progressione presi a due a 
due n,....—l. 

Viceversa avendosi da inserire ti— 1 medie propor- 
zionali fra due termini dati, e fra ciascuno di questi e il 
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suo conscguente M| _ ] medie, e ira ciascuno di questi 
nuovi termini e il suo conseguente M a — 1 ecc., potremo 
inserire fra i due termini dati un numero di termini e- 
spresso da «X«|X»»— !■ 

138. Teohema. Ih ipio'nìi'1'ir prwirr.rxiwie per umici il 
prodotto di due termini equidistanti dagli estremi è ugnate 
al prodotto degli estremi. 

Abbiasi inratti la progressione 

■77 a: li: e . . . .x y ....(: ft : i ; 

li Mijipoiiiaino x abbiti avanti a ~\\ n [ei'iiiiui, u\\ nwtì 

abbia y dopo dì sè. Avremo evidentemente 

x^aq", l-3/go ovvero ìf~~ ■ 

Moltiplicando queste duo equazioni membro a membro, si 
ottiene 

139. Teorkha. In qt/tilmiqiie progressione per fiato il 
prodotto dei termini è ugnale al/a radice guadrata del pro- 
dotto degli estremi inalzato ad una potenza corrispondente 
al numero dei termini. 

Sa, presa la progressione 

-:£-«:»:« ( : fi :l, 

rappresentiamo con p il prodotto de 1 sur>i termini, si avrà 

ed anche 

jo = iX'iXf cXJXa. 

Moltiplicando tra loro queste due uguaglianze, abbiamo 
= {«X!) X (SXX) X (cX*) .... (f Xc) X (*XS) X <?Xfi). 



Il niiinero ilei fa t lori tutti uguali ilei secondo membro di 
questa uguaglianza è n, perciò sarà 

140. Truiikma. la soi'una drilli li termini d'ima pro- 
gressmuc qi'ahnìrjvc. ■/>■■>■ rivolo è urinai" ni jiriiito termine 
moltiplicalo prr la diffrrnita tra la polenta n m " della ra- 
gione e l'unità, e diviso per la differenza tra la ragione 

Infatti la progressione 

4fa : i:c:d:e / 

essendo uguale a 

■ir a : ari : aq~- : n? 3 : or/* «j— ' , 

rappresentando con s la somma, avremo 

i = a-t-a?-*- aq- + tiq s -y- aq* .... +e/q ri ~< , 
sq --" ag-t-aq- ■+- aq -+- aq 1 . . . . aq"— i-t-aq n : 
e sottraendo si ricava 

t(g-l)™a(g"-l), 

~" q — \ 

Applicazione. Ripreso 1' esempio del numero 13G, si 
corchi a quanto ascese la perdila do] giocatore. 
Siccome abbiamo a^3 , ?^2, n=10, sarà 



141. Teorema. La stimma ilei le;-:, uni d' una progres- 
sione geometrica decresce»!)'., i cr.i termini immutano di nu- 
mero indefinitamente, è data dai primo lei-mine diviso per 
C unità diminuita dulia ragione. 

Abbiasi la progressione decrescente 



dove la rag-ione è — . L'ultimo termine ( di questa pro- 
gressione sarà dato, come si disse (13ó), dalla formula 




Pur la stessa ragiono l:t somma di tutti ì termini di que- 
sta progressione sarà espressa dalla formula 



Ora. supposto che la progressione non termini mai. e che 
perciò sotto il numero « si comprendano tutti quanti mai 
sono i suoi termini lino al più piccolo possibile, il termine 




1 




{jH-1)" ,d dovrà esser nullo, e quindi 



sicché la somma cercata sarà 



Applicazioni. I.'Sl cerchi la s 
progress io il e 



Essendo o«l, ~~~ =s= ~2~> Bar ^ 



TI." Vogliasi il valore finito ili im.i frazione decimala pe- 

Supposlo m il numero delle cifro del periodo, o h 
il uiiiiK-io inlci'o i';ii>|irf;H«iil;itii dal [■■irridilo, min frazione 
qualunque periodica semplice può essere rappresentata con 

k li h I; 

10ÌiT + wim io3m + lo*» 



e poìch6 il nu- 
li dei medesimi 



semplice È ufriiiile, ik'ci'iiic iiiBpfrna anche 1 

itili! cifri; tllP CO-i;itUÌ>l'UII!> il [inii.i.lo li:\ì~!! \.Ui-À 3 

quante sono esse cifre. 



-1 



vono alla risoluzione rli SO problemi differenti, come si 
disse parlando dolio progredirmi por iliil'-'i-fiiza. Per 1» sta- 
bilimento perù e pur l'uso ili alcuno dì queste formule si 
esige la cognizione ik'U.i teoria (tei logaritmi e rielle equa- 
zioni di grado superiore al secondo. GÌ limiteremo perciò 
a dare lo sarchio ddle più facili ed importanti , e chiu- 
deremo questa teoria colla soluzione di alcuni problemi 



q ed s in mozione di 



a ed s in fuiizuitie di 

g, l. 
o ed l in funziuorj di 



'-Vi 



J-[£=l) 
' (?-■> 
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Problema I. jSV htiìmu ò rasi ■■'<'.(/j(»7f in ardine di gron- 
derà, e tali che ciascuno di essi contiene 4 tolte più di 
quello che lo presede. Il più grande conitene t,ì2 decalitri: 
guanti decalitri contiene il primo tasoì 

In questo problema è noto ji=ó, (=512, o=4, e 
sì vuol conoscere n. 

Poiché la formula f— a?"— 1 è sufficiente ria sé a ri- 
solvere il problema, panandovi le quantità cognita, ed 
isolando a, troveremo 

ni 

5T2 
° ** 256 
a = 2. 

Problema II. lire 400 poste in traffico hanno formato 
in C anni la svinino di lire 16:18400. in guai rapporto an- 
nuo aumentò il primo capitale :' 

Si vuol conoscer e, essendo noto a^400./^1038400, 

n = 6. 

Con questi dati sostituiti nella formula I— af 0-1 , sì 
avrebbe 




Però si dove osf-ri'am che il [■-.'ini'-; '.orinine della progres- 
sione a G termini non è 400, ma ciò che diviene 400 mol- 
tiplicato per la rapirne. La rapinile essendo inengnita non 
si può conoscere questo primo termine. Porremo adunque 
per primo 1' antecedente, cioè 400 , e la progressione non 
sarà più allora di 6 termini, ma di 7 , e quindi avremo 



1-17 

_ \ f 16384110 
9 "* * 40U 

q " V64 
p — 4. 

l'nofli.EMA III. Due rateili partono nel tempo stesso da 
due luoghi 101) teghe fra foro lontani per incontrarsi ; e il 
jn-imo rathlo/i/iùiiithi , l'altro triplicando giornalmente, il 
viaggio, che nel primo giorno fa ugnale per amfiedne, si 
trovano dopo i giorni. Cerchisi il viaggia di ciascheduno, 
e qv.axto fecero nel primo e netl' nltim» giorno. 

Qui *ì liiimin [lup lireij.' rf?~sion i tfeometriclifi. ili cui 
non ti noto elio il numero v-~i ilei termini e il quoziente, 
che nella priina è q—2, nell'alt™ gy .1. Sappiamo però 
che chiamati s, s, i viaggi cercati, a, a, quelli ilei primo 
giorno, si ha i|-^100— s, eil a~a A : ou<la dalia formula 

* "=«(- — 4) si ha, sostituendo, ì=1So; j.—=40n"100— s. 
Di qui sì deduce facilmente 

*— .27,27273; S, —72.72727; 
0—1,81818; i — 14,54545; 1,-49,0900!. 

Problema IV. Di mollile fa chilometri 9 nel primo 
giorno, 8 nel secondo ecc.; un altro «e fa nel primo 27, 
nel secondo 18 ecc.; a,,ibct!:'r. ritardimiìo in progressione 
geometrica decrescenti- Qi'al xiuggio terrebbero a fare se 
camminassero ■jn'pclxaniente? 

Nulla prima progressione abbiamo a =0 e j — -~; 
2 

nella seconda è a=-27 e j = — . Sostituiti questi valori 
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nella formula 




abbiamo elio il viaggio di ciascun mobile sarebbe di 81 
chilometri. , 



CAPITOLO IX. 



LOGARITMI 



143. Si premiami due pi'ojrressioni . l' una per diffe- 
renza, l'altra per quoziente; sia 1 la differenza dei termini 
della prima, a il rapporto dei termini della seconda, c 
supponiamo a>l. I termini dì queste due progressioni si 
corrispondano a due a duo, corno si vede qui appresso: 

0. 1. 2. 3. 4. 5 ecc. 

1 : fl : a 1 : a? : a* : a* ooc. 
È chiaro che queste due progressioni si possono prolungare 
indefinitamente tanto a destra che a sinistra; ed in tal caso 
prenderanno la forma seguente: 
(a) — ™. -3.-2. — 1. 0. 1. 2. 3. 4 » 

Inserendo una media proporzionale {arimelica e geometri- 
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■a) fra tutti i termini delle due progressioni . avremo al- 
tre duo progressioni d'un numero maggioro di termini. 



0 = iog 1 , oppure 0«= (1 
2 = log a", oppure 0 = la 

144. Il numero il cui logaritmo è 1 ai chiama iase 
dei logaritmi, e il complesso dei logaritmi di tutti i nu- 
meri per una determinata base chiamasi sistema di loga- 
ritmi. Per baso di un sistema di logaritmi pui> prendersi 
un numero qualunque, ])n!'i:liò (liili-rciiliì dall'unità; è per- 
ciò i-liìaro ■■■hi' i sistemi r!i Io^ei ritm i possono essere infiniti. 
Vedremo in seguito qual sia il sistema più universalmente 
adottato , come il più eomodo pei calcoli ordinari. 



mero maggiore di 0 e minoro di 1, cioè un rotto proprio, 
ba un logaritmo negativo; che il logaritmo di 0 è — ~ 

corno risulta da ?o £ /-— = — oo; che ogni numero com- 
preso fra 1 e la baso a ha por logaritmo una frazione ; 
che il logaritmo della base è 1, e che log oo = oo, come 
risulta da log 0°°=™. 

Ove poi si supponga n<l, siccome la progressione 
geometrica diviene decrescente, ogni numero maggiore di 
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0 a minore della base ha un logaritmo maggiore di 1 ; 
log 0 = oo, ed ogni numero maggiore di 1 ha un loga- 
ritmo negativo. 

Osservazione. Siccome nella pro^ri^-si-ìiìi; p^mr rì- 
da non e mai possibile che si diano termini negativi , è 
chiaro che i logaritmi dei immeri negativi non esistono : 
sono immaginari. 

MG. Essendo 1 il logaritmo di a, 2 il logaritmo di 
ffllj 3 quello di o a ecc. sarà a— log a 1 . 

Supposto che la potenza x di a sia y, ossìa ohe 
a* = $, avremo x~log y — log a 1 , e perciò af""=jf. 

Dunque il logaritmo ili un numero rispetto ad una 
baso a si può ancora, dclìniro por Ycsponente che deze avere 
la base a per riprodurre il numero. 

(Jucnla sccon. la ilciinì/.iinin rum coi] lr.nl il ice per nulla 
alla definizione cho abbiamo data prima dei logaritmi. Se 
infatti stabilite lo equazioni 




a' k 

supponiamo ti costante, e ad a diamo i successiti valori 
di — no, 0, 1, a, no, ci verrà dato colla massima facilità 
di rilevare quello identiche verità cho dietro la prima de- 
finizione scoprimmo intorno ai logaritmi dei numeri inte- 
ri, frazionari, negativi ecc. 
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Proprietà del logaritmi 



147. Dulia rifilili ii uso (14(1) ilrn Souarifmi sì ha ohi? 
chiamando x, y due numeri qualunque, ed a la baso dei 
loro logaritmi, 

(1) a'w^x, (2) a "*»=~y.- 
moltiplicando fra loro queste (Ilio equazioni si ottiene 
d (osp»-t- tos»_ ( q, ) 

logxy-^logx+logy, 

dunque : 

11 logaritmo di *n prodotto è uguale alla somma 
de' logaritmi de" suoi fattori. 

148. Dividendo l'una per l'altra lo due equazioni (1), 
(2), ai ottiene 

a!°3 » — *w v =, —, 



dunque: /; logaritmo di va qva-.imlc è ugnale alla diffe- 
renza, tra il logaritmo del dividendo e quello del divisore. 

149. Allunilo alla potenza "i' 11 IVquiui-.o? (1) ,,i ottii-iu 1 
d' oDde 

log x m == m log x, 
cioè: Il logaritmo di una potenza è uguale all' espmiente 
moltiplicato per il logaritmo delta quantità, da aliarsi a 
potenza. 



log Va 

e perciò 

log V a 

dunque:// logaritmo di ima radice è uguale ai logaritmo 
della quantità sotto il segno diviso per l'indice della radice. 

Osserva mone. Vedremo in appresso il vantaggio delle 
proprietà ora trovato, potendosi in forza di questo ottenere 
prodotti per via di semplici somme, quozienti per via di 
sottrazioni, potenze per via di moltiplicai uni , radici per 
via dì divisioni. 

Passaggio da un sistema di logaritmi 
ad un altro 

151. I sistemi dei logaritmi possono essere di un nu- 
mero infinito, essendo infiniti i valori che possinm dare 
alla base a. JiÓper, inventore de'Iogaritmi, adottò per baso 
il numero incommensurabile 2, 718281828 e i lo- 
garitmi a quella base, indicata con e, sou detti neperiani, 
naturali, iperbolici. 

Per la comodità del calcolo però si adopera comu- 
nemente il sistema a base 10, adottato primamente da 
Briggs, e i logaritmi di questo sistema sono delti decimali 
o volgari. 

152. Il logaritmo a baso 10, indicata con «, di un nu- 
mero non può esseri! evidentemente ugnale al logaritmo a 
base e dello sle^o munirò. Vedremo tuttavia come si può 
facilmente passare da un sistema ad un altro di logaritmi, 
mentre conservano valori proporzionali , e i logaritmi di 
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un sistema rurri fondono ai retatili d'un altro sistema 
moltiplicali per un fattore costante ohe cL:amasi modulo 
dei lugarilmi. 

S<hdo a, e le l>a>: i!! ■ .;<■ yi-,'<-::ii >:i Icgarilnii, siano 

x, x, i logaritmi di uno stesso numero « nei due diffe- 
rcuti sistemi; si avrà 

(!)«._» 
(2) «'.-». 

Prendendo i logaritmi a base e dai (lue membri dell'equa- 
zione (1), e chiamando log.(|iie<t<i Ioga ri tino, si ha 

x log, 0 = 10(7, », 

o percid 

Ma x è il logaritmo di n nella base a; dunque moltipli- 
cando i logaritmi a base e per il numero costante j~ - , 
si avrà il logaritmo del medesimo numero nella base a. 

Supponendo a = 10, e = 2, 7182818 . . . ., ai e tro- 
vato ,— -0, 4342944819 il qual numero chìa- 

logt u 

masi modulo pei Iogurt tini rolyari. 



Tavole dei logaritmi volgari 



modo nel quale può costruirsi una tavola elio dia i loga- 
ritmi dei numeri 1, 2, 3, 4 ecc. nella base 10. 
Si prendano le due progressioni 

0 .1 . 2 . 3 . 4 n, 

1 : 10 : 10- : 10= : 101 10", 

nelle quali 1, 2, 3, 4 n sono i logaritmi del 10 e 

delle sue successivi! potenzi 1 . Vngliasi ora trovare, per esem- 
pio, il logaritmo di 2, lì chiaro elio sieoomo 2 è compreso 
tra 1 o 10, il suo logaritmo sari, compreso fra 0 e 1. In- 
serisco una media aritmetica fra 0 ed 1 , ed una media 
geometrica fra 1 e 10, e trovo elio la prima è 0, 5, e 
la seconda ò Vlo^-3, 102 Sappiamo cosi che il lo- 
garitmo di 3, 102 .... è 0, 5, Ora 2 e compreso fra 1 

e 3, 102 per cui i! suo logaritmo sarà compreso 

fra 0 e 0, 5. Inferisco come sopra una media aritmetica 
fra O 6 0, 5, ed una media geometrica fra 1 e 3, 162.... 
Troverò cosi un numero clie ai avvicina a 2 piucelie 
3, 162 . .... e del quale mi sarà noto il logaritmo. Con- 
tinuando a ijuefo nifil'.' i'iiv;crz:nne delle medie geome- 
triche fra i due numeri che vedo cameriere fra loro il 
2, e delle medie aritmetiche fra i termini a quelli rela- 
tivi, arriveremo una volta a trovare i logaritmi dì duo 
numeri tali che differiranno l'uno in più e l'altro in meno 
dal 2 di una quantità piccolissima, per esempio nella 7* 
od 8' cifra decimale. Evidentemente il logaritmo di 2, cho 



sarà tale da doverne tener conto. — Sello stesso modo 
puoi trovare il logaritmo di 3, di 7, di 11 ecc. Trovati cosi 
i logaritmi di molti numeri primi, per mozzo di questi 
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troverai i logaritmi degli altri numeri composti, appli- 
cando loro la proprietà che 

Log ab^tog a-i-log b. 

Osservazione. Un altro metodo, forse il più spedito, 
si fonda sulla --7.ot.-ij mi :l dolhu/ioue che abbiamo dato dei 
logaritmi. Si è detto infatti che il logaritmo di un nume- 
ro rispetto ad una base a è l'esponente die bisogna dare 
alla base per riprodurre il numero. Ora presa l'equazione 
10*=y, ove logy e 10 è la base, è chiaro che se 
diamo ad y i valori successivi di 2, 3, 5,7 ecc. e risol- 
viamo le equazioni 10' = 2, IO 1 — 3, 1(U = 5, IO 1 =7 ecc.; 
troveremo i logaritmi dei numeri primi 2, 3, 5, 7 ecc., 
trovati i quali passeremo a trovare, come dissi di sopra, 
ì logaritmi degli altri numeri che si risolvono in fattori. 

154. Molte sono le favole di gi,\ costruite e delle qua- 
li possiamo giovarci per la semplicizzazione dei calcoli. 
Vi sono quelle del Gardiner, di Cali et, di Lalande ecc. 
Apprenderemo il modo di usarle, figurandoci aver tra le 
maui quelle recentemente pubblicate da Giovanni Luvinì, 
assai comode per l'uso, e delle quali mi risparmio indi- 
care la disposizione . mentre fsse tavole contengono nello 
prime pagine la spiegazione di loro stesso, e l'uso che in- 
segneremo -a Farne è al tempo medesimo un'altra spiega- 
zione del modo in cui sono disposto. 

Osservazione 1. Come risulta dalle uguaglianze 
10' = 10 
10* -100 
10' = 1000 
10-1 -, 10000 



i numeri interi compresi fra 10 e 100, cioè ili due cirri? 
hanno un logaritmo la cui parte intera è 1, essendo com- 
preso fra 1 e 2. I numeri compresi fra 100 e 1000, cioè 
di tre cifro hanno un logaritmo la cui parto intera è 2 , 
essendo compreso fra 2 e 3. In generale un numero di ji 
cifre ha un logaritmo crmipiv.-io fra n ed II— 1, di cui cioS 
la parte intera È n — 1. La parte intera ili un logaritmo si 
chiama ca.'nlkrii'<ca. e hi parte iva;'.:: diaria ai chiama mttn- 
ttisu; la parti; inti'ra ad ni* ili un ì'^aiiì i:io . j ! p;;ò tasto 
conoscere dalla ispezione ilei numero delle cifre degli in- 
teri (li quel numero del quale cercasi il logaritmo. È per 
questo che nelle tavole non si trova mai , tranne che in 
qualche parte, scritta la caratteristica, ma la sola mantissa. 

qualunque lua^^invc il. 11' nulla ^';ova osservare che essa 
non varia moltiplicando n itivirlrtiii.) il numero per una po- 
tenza intera di 10. purché isci caia della divisione il quo- 
ziente sia pur maggiore dell' uniti. 
Sia infatti a>l , avremo 

log aX 10" = log a+log00", 
(a) log a-t-n logi0 = )og a+n; 

">o (jo1i)=' o s a — log 10°, 
(fi) log a — n log 10 — log a - n. 
Di qui rilevo che n, siccome e un incero, anniento o sot- 
tratto non fa variate la nioiilis-'.i, ma solo In cirattcm'ica. 
Varierelilio la mantissa nel caso della sotira^me , qnandu 
U-'j 10-' f<:'f! maggiore di loj ti, i>r'-'ia quando .-i avesse 

jjjj<l, il che è contro l'ipotesi. 
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Ricordandoci di tale proprietà , avuto il logaritmo 
di un numero , potremo avere evidentemente il logaritmo 
del suo decuplo, centuplo ecc., come pure quello del suo 
decimo, centesimo ecc. col solo far variare la caratteristica. 

Ciò posto, l'uno (kilt: tavole lo^aritmirhe consiste 
tutto quanto nella risoluzione de' due quesiti seguenti. 

155. PBonr.BM.v I. Dato un numero qualunque, trovare 
il suo logaritmo. 

Questo problema può presentare differenti casi. 

1. 'Se il numero è intero e non supera quelli conte- 
nuti nelle tavole, cercheremo questo numero nella colouna 
portante in alto il numero N, e il numero che ha di fronte 
nella colonna successiva sarà la mantissa del numero dato. 

Esempio. 

log 19468— 4, 2893213 
Log 8999 = 3, 9541923. 

2. ' Se il numero proposto non è contenuto nelle ta- 
vole, si troverà la mantissa del suo logaritmo come v edesi 
indicato noli' esempio seguente. 

Si voglia il logaritmo di 71G17. 

Scritta la caratteristica che è 4, e non consideran- 
do hi [;" cifra 7. ina supponendo in suo luogo lo zero, 
cerco la mantissa di 7161, che è 8049737. Ho trovato cosi 
il logaritmo di 71610 = 4, 8549737. Ma il numero 71610 
diflorisce dal vero di 7 unità, perciò trovo il logaritmo di 
un numero maggiore di 10 unità di 71610, cioò di 71620, 
e trovo che è 4, 8550343. È chiaro che il logaritmo del nu- 
mero dato si troverà tra i logaritmi dei due numeri 71610 
e 71620. Trovo la differenza di questi due logaritmi oome 
appresso : 

4, 8550343 
4. 8549737 

Ò, 0000606 ' 8 VEll ° Cha 6SSa 9 
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0, 0000606. Ora dico: Se una diecina di aumento al nu- 
mero 71610 porta 0, 0000606 dì aumento nel suo loga- 
ritmo, quale aumento vi porteranno 7 unità, cioè 7 decimi 

Fatta quindi la proporzione 

10:7 ::0, 0000606 : x 
trovo per aumento cercato 0, 00004242: l'aggiungo al lo- 
garitmo di 71610 ed lio log 71617 = 4, 8550161. 

Si voglia ancora il logaritmo di 2004571. 
Trovo . . . log 2004000 = 6, 3018577 
c log 2005000 = 6, 3121 144 

Vedo che la differenza fra il numero proposto e l'inferiore 
2004000 è 571 unità, o millesimi di migliaia. Facendo un 
ragionamento analogo al precedente, stabiliremo la pro- 

1000 : 571 : : 0, 0002167 : x; 
e trovo s = 0, 0001237.... che afrgiuiiRO al logaritmo di 
2004000, ed ottengo in (Ine log 2004571 -6, 3020214. 

tica, poiché la differenza fra i due logaritmi dei numeri 
posto è data dalle tavole nella colonna intitolata Uff*™™- 
gliare ci assicureremo di prender la vera facendo la diffo- 

le cifre della differenza fra il numero proposto c 1* altro 
prossimamente inferiore del quale si è preso prima il lo- 
garitmo, souo anch'essi dati dalle tavole, e si trovano 
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che di fronte al 2 ci sia il prodotto di 2167 per 2, al 3 
quello di 2167 per 3 ecc. 

Ecco in pratica la disposizione del calcolo dell' e- 
' sempio precedente. 

Log 2O040OO = G, 3018977 
prodotto per 5 10G35 



LoiJ 2004571 ^(i, 3020214, 
dove ho rigettato le cifre oltre la settima clié difficilmente 
sarebbero esatte. 

Osservai [gnu I. Giova, avvertire che nelln scrivere i 
diversi prodotti dati dalle tavole bisogna porli continua- 
mente d'un posto in fuori, cominciando dal primo pro- 
dotto, da quello di'ò della rliilV-t'cuza tabulare par la cifra 
delle piii alte unita della differenza fra il numero proposto 

la differenza fabnlaiv è -sempre un rotto con 7 cifro deci- 
mali, elio moltiplicato per la prima cifra dell'altra diffe- 
renza viene ad esser moltiplicato per decimi, e quindi in 
prodotto si hanno S cifre decimali ; moltiplicato per la se- 
conda cifra viene ad esser moltiplicato per centesimi, e 

Osservazione II. Nelle operazioni precedenti abbiamo 
euppusto che gì' iuuiememi dei logaritmi ?iano proporzio- 
nali agl'incrementi dei numeri stessi. 
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Ciò non è vero ; perù siccome 1' errore che in tale 
ipolesi si commette e piccolissimo, tale l'apporto si am- 
metterà come vero, e il resultati) se non matematicamente 
esatto, sarà sufficiente almeno per la massima parte delle 
applicazioni. 

3.° Vogliasi adesso il logaritmo di un rotto sia ordi- 
nario , sia decimale. 

Se il rotto È improprio , ne troveremo il logaritmo 
tacendo la differenza tra il logaritmo del numeratore e 
(MS) ([isi'Nu ili'] rii'Ni'iLihiatoiv. Tnivorumo , prr evimpid , 
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log — — log 46 - log 19 -- 1 , IÌ627578 — 1 , 27H7536 
= 0 , 3840042. 

Se poi il rotto ordinario è proprio, siccome la sot- 

iiegaliva, chi' in;lit> favule, non si trsivsi p.-rché esse cijn- 
tengou soltanto logaritmi positivi, allineile dal logaritmo 
si possa tornare col mezzo dolio tavole ni numero (corri- 
spondente) bisogna renderà positiva detta differenza, e ciò 
si ottiene aumentando il logaritmo del diminatore di 10 
unità, e il logaritmo cosi o:ttrmiiu si chiama aumentalo. 

Iu questo modo troveremo log aum — ™ 0, 6690067. 

Re il rotto è decimale improprio, quale sarebbe 
363453 

3634, 53, siccome esso è. uguale a , se ne otterrà 

il logaritmo come dai rotti ordinari improprii , e avremo 
perciò 

Log 3634, 53 log 363453 — log 100 - 5, 5604483 -2 
- 3 , 5604483. 

Dal che si vede die il logaritmo di un rotto decimale im- 
proprio si ottiene prendendo la caratteristica competente 



ai soli interi, e la mantissa competente a tutte le cifro 
come se tutto appartenessero a un Damerò intero. 

Se intlne il rotto decimale sia proprio, cioè sema 
interi, per stabilirà la regola riguardante il modo dì pren- 
derne il logaritmo osserveremo che 

log 0,491— (off 491 — log 1000 =.9, G910815 con compi. 
loij 0, 04589=-- fot/4589— /oyl00000^8,Gfil7I81 con compi. 
( Off 0,007Rai-;o(/78ai-/o J jl000000-7,89a8172con compi. 
Dal che si vedi che per avere il logaritmo, o meglio il 
logaritmo aumentato <U un decimala senza interi, se ne 
lieve prendere la mantissa come se fosse un numero inte- 
ro, e per caratteristica ai deve premiere il 10 diminuito 
di tante unità, quanti sono gli ieri con cui comincia il 
decimale dato, comprcr-n quello che pmreilo la virgola. 

Ì56. Pbobleua II. Dato un logaritmo (rotare il nu- 
tiicro corrispondente. 

Il quesito abbraccia due casi distinti, {fiacche il lo- 
garitmo dato può contenere o no un complemento. 

l.'Per trovare il numero corrispondente a un loga- 
ritmo senza complemento, scorro coli' occhio le colonne 
dello mantisse dei logaritmi; trovata la mantissa ilota, il 



o più «ri alla destra del numero trovato. Avremo cosi che 
0, 3341084 =--=(<)? 2, 2(10; e 5, 1970047 =/o;j 157400. 

Che se la mantissa del logm-itmo dato non trovasi 
esatta nello tavole, allora è necessario fere un'operazione 
inversa a quella che si fa per trovare il logaritmo di un 



Vogliasi il numero corrispondente ili 2, 4383G53. 

Poiché esulto questo logaritmo nelle tavole non ai 
trova, prendo il prossimo inferiore elle è 2, 4382258. 11 
numero corrispondente a questo logaritmo è 274, 3. Os- 
servo die la differenza fra il logaritmo inferiore preso e 

fra il logaritmo dato o l'inferiore preso è 1365- Dopo ciù 
dico: so la differenza 1583 fra i due logaritmi successivi 
delle tavole proviene dalla differenza 1 (un decimo nel no- 
stro caso) nei loro numeri corrispondenti, lo differenza 
1305 tra l'inferiore preso ed il proposto da qual differen- 
za noi loro numeri corrispondenti proverrà? Adunque dulia 
proporzione 

1583 : 1365 : : 0, 1 : x 

traverò che tal differenza e 0. 08(12, la quale aggiunta al 
numero corrispondente preso inferiormente darà il nu- 
mero che si cerca uguale a 274, 38G2. 

In pratica poi si può risparmiare la proporzione, 
giacché le cifre del quoziente che si cerca son date dalla 
tavole. Così se nel nostro esempio dopo aver trovato il nu- 
mero corrispondente inferiore 274, 3 si notava la differenza 
fra il suo logaritmo e quello data, cioè 1385, e andavamo 
poi nella colonna ove si trovano i prodotti della differenza 
1583 fra il logaritmo di 274, 3 e quello immediatamente 
superiore per i primi t) numeri, e cercavamo il prodotto 
12GG4 coma più prossimo a 13850 , vedevamo corrispon- 
dergli a sinistra la cifra 8, cifra da aggiungersi a 274, 3. 
Se poi quel prodotto 12664 sottraeva»! da 13650, e nella 
stessa colonna cercavamo il numero piii prossimo a tal 
differenza moltiplicata per 10, trovavasi la cifra 6 da ag- 
giungersi a 274, 38; e seguitando nello stesso modo avrem- 
mo trovato la cifra 2 ecc. 
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Il calcolo puù dispersi come appresso : 
Log dato . 2, 4383623 
Log infer. . 2, 4382258 *=tog 274, 3 
. Hlfftr. .... 13650 
Vprod. Infer. . 12664 . 8 

Differ 9800 

Vprod. infer. . . 9498 . 6 

Dìfer 3620 

3'prod. infer. . . . 3166 . 2 

e perciò 

2, 4383623 = log 274, 1862. 

1° Se un log-aritmo contiene ttn complemento, il me- 
todo por trovare il numero corrìspondonto non varia, sol- 

traritmo dato diil'^ri.iri; 10. Ciò non abbisogna di schia- 
rimenti ilupu ijuan!f> si diinc noi pi'ulileina inverso. 
Dietro questa regola troveremo 

8, 3256419 ^log 0, 02116615 
6, 4263123 = log 0, 0002668777. 



Applicazione del logaritmi alle operazioni 
dell' Aritmetica 

157. Accennammo altrove ( 150. Osserv.) come morcó 
le proprietà dei logaritmi so rapi icizzav ansi d'assai le Ope- 



! 
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razi'iiii ile!!' iiri l : n ■ = 1 X'ik si'!:ii visi ■ (i;i<?ri/iciiì . nitro 
l' indicato vantaggio , apprenderemo il modo di eseguire 
certi calcoli, che a motivo dell'uso continuo dei comple- 
menti, presentano sui principio qualche difficolta. 

» Moltiplicazione. Si cerchi il prodotto di 0, 043268 
» per 2. 63451. 

» Si avrà log 0, 043268 — 8, 6361G68 con un compi. 
» log 2, 63451 = 0, 4206997 

s Somma con complemento «= 9, or>G8GG5™fo<7Q,1139K9 
s proibito richiesto ronli>rme si sarebbe ottenuto, ma con 
a molta fatica , dalla moltiplicazione. 

» 158. E qui si avvertirà di passaggio che qualora 
» occorra di sommare più logaritmi con complementi, e 
i che la ciiratlrrìstica libila sminuii venga cosi a Puntellerò 
» una o più diecine, queste potranno rigettarsi e dovrà 
» considerarsi un solo complemento nel logaritmo che re- 
» sta. Cosi se debba moltiplicarsi 

j> 0, 063483 X 0, 32963 X 0 , 43G54 X 2 , 3265 , avremo 

» log 0, 0G3483 = 8, 8026574 1 

» log 0, 329G3 = -9, 5180267 \ con complemento 

» log 0, 43651 = 9, 64(10239 ) 

s !op 2, 3265 — 0, 3607029 sema complemento 
» Somma con compi. 8 , 3274109 -=log 0 , 0212Q25G pro- 
li dotto cercato, 

j> 159. Che se le diecine rigettate uguagliassero il 
» numero dei complementi introdotti , niuno dovrebbe al- 
> lora considerarsene nella somma, come è evidente. Se 
■ poi la somma o logaritmo finale appartenessero ad una 



funziono trigonometrie li noi circolo dal raggio 1 , o si 
tratti cii trovare 1' arco corrispondente , sari necessario 
di lasciarvi un complemento, giacché tutti i logaritmi 
delle tavolo trigonometriche lo contengono. 

» 160-DmsiONE. Vogliasi dividere 0,96342 per4, 32093. 
s Avremo log 0, 96342 = 9, 9838156 

1 log 4, 32933 — 0; G3G4S07 

» Dtfer. = 9, 3473349 - log 0, 2225025. 
In questo esempio il logaritmo supcriore conteneva un 
complemento, l'inferiore non lo couteneva; dunque il 
complemento è necessariamente anche nella differenza, 
sul quale gl'interi del numero corrisponde nte sono stati 
regolati. 

s 161. Ma se anche l'inferiore portasse un comple- 
mento , allora nella sottraziono 1' uno resterebbe elimi- 
nato dall'altro, e la d inerenza non ne conterrebbe, meno 
il caso elio il logaritmo inferiore eccedesse il superiore, 
e si rendesse necessario por eseguire la sottrazione l'ag- 
giunta di un nuovo coni plein ento. Delibasi, per esempio, 
dividere 0, 36516 per 0, 04831. 

» Avremo log 0, 36516 — 9, S624832 
» loyO, 01831— 8,0840370 
Difer. con compi. — 0, 8784462 = log 7, 558084 

quoto cercato. 

» Debbasi dividere 0, 036419 per 0, 15568 
» Avrcmo/o?O,03G419 = 8,5G13280 
» log 0,15508 =9,1922328 



» Difer. con compi. — 9, 3G90952 = log 0, 233935 
quoto cercato. 
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» 162. Infine se il dividendo aia l'unita, o debba cal- 
> colarsi il valor decimale di un rotto della forma^-, pol- 
ii cliè lag = log l — log m = — log m = (aggiunge ti do 
» il complemento) 10 — log m, tutte ai ridurrà a cercare 
» il logaritmo del denominatore e sottrarlo da 10 , e il 
» numero corrispondente darà il valore cercato della fra- 
» ziono, purché non ai manchi rli attendere al c.omplemcn- 
» ta introdotto. Vogliasi , per esempio , il valor decimalo 

" dl 734602' 

» Avremo log 734602 = 5, B660521 

» Differ. da 10 = 4, 1339473 ^ log 0, 000001361282 
* valore richiesto. 

» Vedasi il valere di Sarà 
» log 0, 043702 = 8, 0413047 
» D/tfer. da 10 ■ 1, :i;.H(;o:,.'i :,nj -2-2, SS valore 
a richiesto, in cui non si sono coiisiilei'nti i complementi, 
» percliù quello introdotto è stalo eliminato dall'altro del 
o denominatore. 

» 103. Is*n'mj!,lmi;nto a potknm. Si voglia la quarta 
» potenza di 31 : avremo log 31 — 1, 4913617, ohe molti- 
. plicato per 4 darà lag 314 = 5, 0654468 = log 023521 
b potenza richiesta. 

» Vogliasi la decima potenza di I , OS : avremo 
» log 1,0510,-- lOxtó? 1,06 — 10 X0,0211893 = 0,2118930 
» — log 1, 6289 potenza richiesta. 

» 1G4. Se si tratti di un rotto proprio il cui logaritmo 
» involve un complemento, il prodotto ne conterrà altre t- 
» tanti quanto è il valore dell'esponente per cui si è mol- 
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tiplieato. In tal caso dovranno ricettarsi come superflue 
le diecine die ai troveranno nella ca ni He ri s fica del pro- 
dotto , o ritenera soltanto le unita , con che i comple- 
menti si ridurranno ad un solo, per il quale si opererà 
secondo il solilo nella ricorca del numero corrisponden- 
te. Si cerchi , ad esempio , la quinta potenza di 0, 7342 : 

log 0,7342r> -5 X 'Off 0,1342 =5X9,8658144 =8,3200720 
= 100 0, 2133338. 

» 165. Estua zi one di hadice. Abbiasi da estrarre la 
radice quinta da 53782: sarà log 53782 = 4, 730G359, 
che diviso per 5 darà 0, 94G1273 = log 8, 833388 ra- 
dico corcata. 

» 166. Se si tratta di un rotto proprio il cui loga- 



uel logaritmo uguaglino il grado delia radice richiesta. 
Gos\ se debba estrarsi la radice terza da 0, 411321 il cui 
logaritmo è 9, 6657779 con un complemento, ne ag- 
giungerò due altri ed avrò Si», liri.>777ii : quindi dividen- 
do per 3 grado della radice verrà 9,888532G^/oy0,773735 

a I.a ragione di qnnsta operazione si è che sic- 
come nel far le poleuzo di un rotto si sopprimono in 

g'ono a togliere tanti complementi quante unità sono 
nell'esponente della potenza meno una; cosi nell'estra- 
zione della radico nella quale si devo operare in tutto 
inversamente, si dovrà cominciare dall' accrescerò la ca- 
ratteristica di tanti complementi o di tanto dieeino meno 
una quante sono le unità del grado della radice. * 



Applicazione del logaritmi alle qnlsdonl 
sai frutti 



lfi7. Interesse a fratto chiamasi il guadagno elio fa 
sopra il capitale colui che lo impresta. E l'interesse e sem- 
plice quando il cucitalo è sompro lo stesso durauta il tempo 
die rimaue ad imprestilo, o come suol dirsi a fruito; 6 
composto se gl'interessi annui (o mensili secondo le con- 
venzioni) si aggiungono successivamente al capitale per- 
chè fruttiu con asso. 

1 08. Frutto semplice. La formula che serve alla so- 
luzione gciier;i]i. > 'lei problemi ili interesse semplice si sta- 
bilisco colla massima faciliti!, poiclii se un capitale c è 
dato al frutto di un tanto s per ogni 100 lire all'anno, 

uno lira sola frutterà — che chiamo r, e perciò C lira 

in un anno frutteranno cr: e se e lire frutteranno er in 
un anno, in anni t frutteranno cri, cui unendo il capi- 
tale, avremo C = crt-+-c, ossia C= c(rt-hì), chiamando 
C ciò che diviene il capitalo unito ai suoi frutti dopo il 
tempo t. 

Esulino. Vogliasi sapere l'ammontare dì lire 15G00 
dato al frutto dell' 8 per 100 all'anno per anni 5. Toiciio 
r=0, 08, sostituendo i dati numerici nella formula sta- 
bilita avrò 

C-15G00(0, 08X5 + 1) 
(7=15000(0, 40 + 1) 
(7=15000X1, 40 
C— 21840. 
OssnnvAzioNE 1. Se eseguitasi coi logaritmi il prece- 
dente calcolo avremmo ottenuto il medesimo risultato : 



però essendo detto 
plioazione dei Ioga 
problemi seguenti. 



169. Isteiik cùMr-o.-.iu. Si impicchi un capitale cai 
frutto composto di un tanto r per lira all'anno, e cerchisi 
dopo anni l quanto sarà divenuto unitamente ai frutti clip 

pitale. È chiaro che so una lira produce in un anno r, ni 
termine del primo anno una lira mr.i divenuta l+r — i/. e 
quindi q lire alla fine del secondo anno saranno divenute 
SX?=? 2 ; la stessa ragione q" 1 lire alla fino del terzo . 
anno diverranno j 3 , ed alla line del t m " anno saranno di- 
venute q'; dimodoché se 1 lira in t anni diviene q\ e lire 
diverranno cq K , ed avremo 

C — cq\ 

Questa formula servo a sciogliere quattro quesiti princi- 
pali, di ciascuno dei quali addurremo un esempio. 

Esulino I. Quanto mi si date dopo ti armi tra fratti c 
capitale, arsendo impiegato lire 20000 ai frutto composto 
del 5 $cr 100 all'anno? 

Osservando cho q = 1 + 0, 05 = 1, 05, e applicando 
1 logaritmi alla formula C — cq\ ho 

log C=4, 301030O-t-0, 127135S 

log (7=4, «81658 = (off 20801,91 somma ri- 
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Esempio II. Essendomi accordalo lo sconto del 5 per 
100 all'anno sulla somma di lire 36801, 91 che domi pa- 
i/are dopo fi anni, quanto dorrò sborsare attuai utente'! 

È chiaro che la somma c-=x ila sborsare attual- 
mente deve esser tale die, Impiegata al frutto composto 
del 5 per 100, dopo 6 anni divenga C^- 26801, 91; per- 
ciò isolando c dalla formula Mobilita, avrò risoluto il pro- 
blema. 

Applico i logaritmi a detla formula ed ho 
log c= log 208111 , 01 — & log 1. nò 
log c = 4, 4281658 - 0, 1271358 
log « = 403010300 -Wo;/ 2IJU0O somma da sborsare. 
Esempio III. AJRnclic tire 20000 impiegale al /rullo 
composto del 5 per 100 all'anno divengano lire 26801, 91 
quanto tetiipn <kw tenerle imphytilc a fruito ? 
Isolando ; dalla formula generale ho 
lag 2fi801 , 01 — log 20000 
tr= log 1, 05 " 

4, 4281658-4. 3010300 0, 1271358 



Esempio IV. A quanto per 100 all' mino detesi impie- 
gare un capitale di lire 20000 perchè in anni 6 unito ai 
/rutti die ogni anno st capital iiuiwi diungn lire 2G801, 91? 
Isolo g dalla formola generale ed ho 

26801 , 01 — log 2001)0 
log q = log — 

4. 4281658 — 4, 30103110 
log ?- È 

log ? = 0, 1271358 = 0, 0211893 = (Off 1,05. 



OssE rvàZi One. La formula trovala C^cj' o quelle che 
no derivano sono stato fin qui applicato ai soli casi noi 
quali il numero t degli anni è un numero intoro. Nel caso 
però clic i sìa frazionario, dette formule non sono più e- 
satte relativamente al cninuun uso ili calcolare gl'in turasi. 
Infatti è chiaro che a tenore della legge naturalo di con- 
tinuità gì" interessi naturali in ciascuno degli indivisibili 

fruttare insieme con esso. Ciò suppongo!! le formule, e 
questo naturai modo di calcolar «Tintoi-iiiisi dicosi interesse 
CO&ltlutO. Ne' contratti però, profittando de' periodi deter- 
minati di tempo, elio sogliono per lo più esser gli anni, 
è invalsa la massima che i frulli non rnilaw in alimento 
de! capitale che alla fine tiri!' amiti o a" altro stabilito pe- 
rni dato capitale produce un terzo, una metà ecc. del frutto 
che produce in un anno intero. 

Questo modo di computar gl'interessi si è dotto 
interesse discreto o interpolalo, ed e chiaro che lino a tanto 
fjln: non i- terminato lo stabilito pcriode ili tcmj'O no', qaak 
sono esigibili i frutti, il frutto composto discreto è maggiore 
del frutto composto continuo: mentre poi al termine dell'u- 
nità di tempo stabilita le due appcii; di fruito concordano. 

In questo caso potremo si servirci della formula 
stabilita per calcolare la sola parte intera del temp?, ma 
per la parte frazionaria sarà . i Hi rum abdicarvi le regole del 
frutto semplice, come viene indicato no' duo esempi se- 
guenti : 
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Esempio. Quale sari/ In vemlitn ili lire 3ii5, 5 al frullo 
compatto del 5, 75 yw 100 in anni 20, 5? 

Dalla formula jrenerale ai ha 
lou C^log 355, 5 + 20, SXfc*/ 1, 0573 
log C— 3, 0373872-" foff 1080, 40 valore non e- 
satto por ciò chi! iiitiniiK] abbiamo dotto. 

Per retiillcarlo cerco quanto diviene il dato capitale 
nei soli 20 anni, ed ho 

log C—log 355, 5 + 20 X 'Off 1, 0575 

log (7=2, 550839B + 0, 4856080 

log C=3, 0364470— log 1087, 546 rendita dei 

20 anni. 

Quanto all' aumento dovuto p<r il mozzo anno ohe 
resta In calcolerò come frutto semplice dato dal capitale 
1087, 546 tenuto per mezz'anno al frutto semplice del 5, 75 
por 100. E prcia la formula C-=c(W-4-l) avrò 

log C = log 1087, 54G-t-(ojj 1, 02875 

log C— 3, 0304476 + 0. 012:1008 

log 3, 0487574 = log 1 118,813 rendita cercata. 

Altro Esempio, In quanto tempo un 'capitale di lire 
355, 5 al frutto composto di lire Ó, 75 per 100 diverrà 
1118, 813* 

Dalla formula generale C ^ cj' avremo 



; 1118. 813_— log 3 
log 1 . 0570 



3 . 0-18757.1 - 2 . r,.-H)K3!)|i 



(=■ 20, 507 valore, che, essendo inesatto, 
correggeremo trovando quanto diverrebbe il dotto capitalo 



di lire 355, 5 in Sfili 20 anni. Colle solite regole trove- 
remmo (7=1087, 040- Poi ricorrendo alla formula del frutto 
semplice cercheremo in quanto tempo il capitalo 1067, 546 
diverrà 1118, 813. Troveremo ( — 0,5 valore esatto, che 
unito ai 20 anni già trovati fa anni 20 Vi, tempo addi- 
mandato. 



CAPITOLO 1X1. 



Definizioni 

170. Si chiamano esponenziali quelle equazioni nello 
quali l'incognita fa l'alitelo dì esponente. La equazione 
esponenziale più semplice si riduce alla forma 

nella quale a e A sono quantità noto, ed x è l'incognita. 

171. Prima di vedere il modo nel quale si risolve una 
equazione esponi 'iizml..' (jualuiique non sarà inutile defluirò 
l'espressione n', sia qualunque il valore dell' incognita. 

A tale oggetto ossi'rvemno clie due casi possono 
darsi; O X è coinuiwisuraliìli! . n incornili emù rubile. Ove x 

una frazione. So è un intero positivo sappiamo elio n 1 è 
un'espressione clie indica il prodotto di x fattori tutti u- 
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ne, per esempio —, a 1 diviene a\ clic sappiamo essere 

uguale a \'n'"; e |ii?r L -i('i significa l'astrazione ili udii radi- 
oe .li un grado corrispondente al denominatore della fra- 
zione, espressa da */ dalla quantità a presa come fattore 

172. Se x è incommensurabile, l'espressione o l non 
può rigorosamente deliuirsi: tuttavia tale esprimi 011 e potrà 
avere un significato dietro le seguenti osservazioni. 

E per maggiur semplicità supporre] no da qui in 



dente so ricordiamo clie a -m = - — , e elio di piii noi r. 



Sia infatti a<l, e premiasi a» per una potenza qua- 
lunque positiva di a, avremo 
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E poiché a>l , con più ragione sarà <im>l , perciò sari 

ancora Va">l , giacché ò evidente cho a e Vii"' fosse 1 
o <1 , a m non potrebbe es.-crc maggioro cìi I. DrI pari 
sia a~'" una potenza qualunque nugatìva ili u, avremo 
_ m 

E poiché a>l,sara a ra >l, e perciò -~<1 , come dovessi 
dimostrare. 

Sia adesso n<I, e si rappresenti con — , a aia a~> 

«i 

ima potenza qualunque positiva ili a, avremo 

È chiaro clip è minore ili 1 , perché «,5 - Vo^, e 

d'altra parte è a,~>l per ipotesi, ondo «">1. 

Sia infine a-™ una potenza qualunque negativa ili 
a. Supposto sempre che sia «>I, e fatto al solito a™—, 

°™- (57) ~-zr-—<~ 

Essendo evidentemente d|™>I , l'enunciato è vero. 

Osse&vazionb III. Se 2 acquista valori commensura- 
bili crescenti, l'espressione aumenterà sempre se è. fl>l, 
diminuirà se è o<I. 

Ciò risulta evidente da quanto si ù detto, e può di- 
mostrarsi ancora nel modo che segue. 
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Si diano ad a due valori successivi p e q commen- 
surabili positivi o negativi : a- si trasformerà nello due 
espressioni al; ai. E so dividiamo la seconda oppressione 

per !a prima avremo — =a.irf. Or poiché per ipotosi è q>p, 
q—p è positivo; perciò se 6 a>\ , sarà anche crt-P>l, o 
per conseguenza aT>aP, Del pari se è a<l , anche ai - r 
dovrà esser minoro di 1, per cui ne viene ttì<flP, conforme 
a quanto si è stabilito. 



Osserva ztosé IV. Si possono attribuirò ad n valori 




può aumentare m di una quantità y tanto piccola che la 
differenza a m -+" J a m risulti piccola quanto si vuole. 



e quindi 

a" 1 *' — a ,n — aP . u — fl 1 " ; 

ossia 

La differenza a™-i-i — a 1 " essendo composta di duo fattori, 

(a)'— 1), essendo variabile, basterà dimostrare che quo.-to 
fattore si può render tanto piccolo quanto si vuole, afliu- 

cioò la differenza a"' M *-> — a m , ossia perchè l'espressione 
a 1 vari tanto poco quanto si vuole. 

Supponiamo a~>l ; qualunque sia il valore positivo 
di y, avremo sempre 

a>>l. 

Per il nostro proposito basterà adunque far vedere che si 



può attribuirò ad y un valore tale da renderò 
o- v <1-kE, 

chiamando E la quantità più piccola che noi vogliamo. 
Poniamo y = -^-,- la disuguaglianza 
«J< 1 -i-E 



Se ora dimostreremo clic 1+E, sebbene E sia pie- 
grande che il resultato aia maggiore di a, avremo dimo- 
strato che si può scegliere y in mode da avere «J<H-E, 
e la nostra proposÌKione sarà vera. A tal fine pongo l-»-B 

>i-l^ E. 

Moltiplicando ambi i membri per h, poi per /( il resultato 
ecc. , avremo Io espressioni seguenti : 

ti — I =B 

fts — ft=Eft>B 
— Eft*>E 

fi* — ft*-' — Eft*-'>E. 

H :nti!:i!ii!i.i f\\\.tyr,\.:- AU-y^Kw^Wm/.Q. e toL-liosiilu i ter- 
mini ebe si distruggono nel primo membro, avremo 

Zi*"' >E>i, 

e sostituendo il valore di h= I+E, avremo 
(l+E)k>B*+l. 
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Ora £ chiaro che il prodotto SE, per valori conve- 
nienti 'li pntuoilo divenir fri-amie quanto si vuole, anche 
tale da avere ÀiM 1 aguale o maggiore di a, potremo aver 
sempre (l-t-E)'->a, coinè volerai dimostrare. 

He poi abbiasi n<l , e ai faccia avremo 
a, 

l, 

0,1' 

ma per quello die abbiamo dimostrato a { * \>uì< differire di 
tanto poco quanto si vuole dall'uniti; lo stosso avverrà 

adunque di —, ossia di a\ quando a sia minore dì 1. 



Se i valori dulia funzione sono proporzionali a quelli 
della variabile, la funzione 'Mirrasi projiùrzionaie alla va- 
riabile. 

Se una espressione gode la proprietà di variare di 
tanto poco quanto si vuole, per aumenti suilieientemonlo 

/milione conlìntta di x. 

Adunque nel nostro imso possiamo stabilire che « s 
od miche h a funzione continua di #. 

173. Pertanto, nell'ipotesi che a sia ineommons umili- 
le, benché a" non sia misurabile, e perciò non delmibile. 
dalle osservazioni procedenti risulta che polendosi rlffuar- 
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ilare come nulla la differenza tra n* quando S è commen- 
surabile, e <i> quando % è incommensurabile, definita la 
espressione a* quando * È commensurabile , niun cangia- 
mento sostanziale porta la definizione di a* quando a è 
incommensurabile. 

174. Venendo allu risoluzione ■!o::Y'i n'aziono esponen- 
ziale proposta 

•lieo prima di lutto che, essendo a e b numeri positivi, 
essa nvra sempre una soluzione, e non no potrà aver elio 




a x = w, dividendo ie due equazioni membro a membro, 
si avrebbe 

— cioè 1 -a—«. 
Ma non vi ha che la potenza zero di una quantità che sia 



Uguale all'unità, per cui dovremmo avere m=n, il che 
à contro P ipotesi. 

Determiniamo adesso i valori approssimati ad x, nel 
ohe sta v crani onto la soluzii,:ic- ik'H'uiiunzHjue esponeuzialo 
proposta. 



e sostituendo il valore ili x nell' equazione generale avrò 



ed elevando tutto alla potenza y si ha infine 

-£)'• 

Quest'ultima equazione 6 della forma della equa- 
zione generale 

O" = b. 

In ossa Infatti abbiamo l'incognita y per esponente; in 
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luogo di a e b abbiamo rispetti vamente — e<l a; a poi es- 
sendo maggiore di 1 , anche — è maggiore di 1, essendo 

a"<i>. Possiamo dunque determinare y in modo analogo a 
quello in cui abbiamo de termi nato x. Diamo ad y i valori 
successivi di 0, 1, 2, 3 eco. finché si trovino due potenze 

Ò t i \ ra / à 

consecutive di —, coma \~f e \~f , le quali com- 
prendano a tra di loro in modo che si abbia 

(A)-<„, (i r r>„,- 

y sarà ovidentemento compreso tra m od m-t-1, e si potrà 
dira 

1 

y = TOH ; 

e sostituendo, 
donde 

Risolvendo questa equazione che 6 della forma u- 
gualo a quella della proposta, troveremmo in modo ana- 
logo In seguito ripreso il valore di x cho à 
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H-t-—, a fattevi le ticcessarie sostituzioni, troveremo 
V 

P-i 

q -f-ecc. 

E seguitando lo operazioni nel morlo perfettamente simile 
al sopra indicato, trovorommo a con una approssimazione 
fiiHiipn: maggiore. 

Esempio. 61 abbia da risolvere 1" equazione 



Vedo elio s È compreso fri* 2 e 3,giuociiò 2 3 = 4, 
2' = 8; dunque sarà 



2» = 7. 




e sostituendo 




di qui 



2' .%i =7, 





Vedo ebe y è compreso fra 1 e 2 , perchè 




:>2; per cui faccio 
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e sostituendo , e ripetendo lo stesse operazioni ohe sopra, 
si La in fino 

V? i 4 

Vedo pure che i è compreso fra 4 e 5 , perchè 
/8\' 40% 7 IHY' 32768^ 7 „ 

ed operando al solito, risulta 

1G807\1 _8_ 
16381' = T' 
Volendo terminare a questo punto V operazione , è 
chiaro che sarà 

? 

I valori appriiSsiitiLili 'li qii<--t=1ji fr.'iL'.ie.iii? c rivi r.;u!a w.m 
14 

per ordino 2, 3, —. Prendendo l'ultimo come il più ap- 
prossimato avremo 

14 

»-T 

0-.-i:iì'.".ì/.ii.m: I. X.-i r^ij-i m:i i- :jf i din al/ijiahiu f:ittf ■ 

Ove non si avverasse in qualche caso tal condizione, ma sì 
avesse J<1 mentre ó a>l , oppuro J>1 mentre È a<l, o 
infine a<l e S<1, si risolverebbe nel medesimo modo 
l'equazione esponenziale; se non che nel primo caso ì va- 



luri di a non si troveranno dentro lo serie ila 0 a oo, ma in 
quella da 0 a — oo, ossia saranno negativi, non potendo 

a" essere uguale ad — se a non è negativo in modo da 
avere a* — ^ : nel secondo caso pure il valore di x sarà 
negativo, mentre l'equazione (-— ) =ì non può essere 
soddisfatta che da $= —ce,: nel terzo caso poi siccome l'e- 
quazione generale a'= ì viene a trasformarsi in (~) -= ~ , 
evidentemente x avrà un valore positivo. 

Osservazione II. Sebbene il metodo esposto per risol- 
vere iiH'etjaaxhiiK! esponenziale sia il vero metodo diretto, 
puro anche per mezzo ilei logaritmi possiamo trovare il 
valore dell'incognita se. 

Infatti, applicando i logaritmi alla equazione 

Q" = ì, 

log 6 
= loy a 

Basta adunque trovare il quoziente fra il logaritmo di * e 
il logaritmo di a e sari risoluta l' equazione. 

Esempio. Ripresa 1' equazione 
2-= 7, 

c applicativi i logaritmi, si lia 
log 7 
a ~"Ìog~2' 

0 , 845008 U 
* = 0, 301U3 ' 5 ' 
precisamente come avevamo trovato col primo metodo. 



L'opportunità, «li usare l'uno piuttostoclio l'altro dei 
ilue metodi esposti ci dotteranno le circostanze. Cosi, ove 
non aia necessaria la precisione dei valore di x oltre la set- 
tima cifra decimale, si potrà per mappiore speditezza usare 
dei logaritmi; nel caso contrario bisognerà far uso' del me- 
todo diretto, potendo con questo approssimarci quanto vo- 
gliamo al valor dell'incognita. 



CAPITOLO IKX. 



PERMUTAZIONI, COMBINAZIONI E FORMULA. 
DEL BINOMIO 



Permutazioni 

115. La teoria dello perni 1 . -la: inni ri.snhe questo pro- 
blema principale: Dati piii owirtli {quantità, lettere) Ira- 
tare in gnauli modi diversi si possono disparir, prendendoli 
ad «no ad tmu, a due a due, a Ire a (re, e fa generate 

A tal fino supporremo ili avere m quantità da di- 
luirsi ]irim:er.imi?ntn art una al nn^i t' rhinru ""le l« per- 
mutazioni saranno tante, guanto 60110 lo detto i{'Janli'Ji, 

Siano :n wcondo lao^o ni qu.ir.!i!ii che rappresvntn 
con a, b, c, d eco. da disporsi in tutti i modi possibili 
a due a due. È chiaro che queste disposizioni binarie sa- 



ma 

ranno esaurite, quando ogni lettera abbia aranti e dopo 
rii sò ciascuna dolio altre. Formeremo perciò tali disposi- 
zioni noi modo indicato qui appresso: 

la, le, M, .... 

da, db, de, ... . 
e siccome tutte le altre sono m — 1 , perciò ogni lettera 
ilarli luogo ad m— 1 disposizioni, e le lettore essendo in, 
il numero dello permutazioni sarà m(m— 1). 

Siano ora da disporsi a tre a tre lo m lotterò in 
tutti i modi possibili. Potremo servirci dello permutazioni 
binarie precedenti. Jiiistcrci infilili a giungere dopo cia- 
scuna dello medesime, una dopo l'altra, tutte le lettere 
elio non entrano nella cr-'iiùii nazione binaria: per esempio 
ad ab si ag^'i unge l'anno successivamente c, d, e ecc., ad 
oc si aggiungeranno b, d, c ecc. E poiché tolto due let- 
tere dall'intera serie, le altre sono m — 2, è chiaro che 
ogni permutazione binaria ne produrrà m— 2 ternario. E 
quindi avremo tanto serio di m— 2 ternarie quanto orano 
le binarie, cioè m{m — 1) serie, e il numero totale delle 
permutazioni ternario sarà m(m— 1) (m— 2). 

Siano da dispnrsi a quattro a quattro le m lettere. 
Ci serviremo dolio permutazioni ternarie, ponendo dopo 
ciascuna di esse tutto le altro lettere. Perciò ognuna di esse 
produco m— 3 permutazioni; e poiché esse sono m(m — 1) 
(ni — 2), il numero dr-llc p^riiiutiiKiniii i|uadernnrie sarà 
m(m-l) (.«-2) (m-3). 

Essendo chiara la legge con cui procedono lo per- 
mutazioni di m lettere a due a due, a tre a tre, a quattro 
a quattro ecc., la formula esprimente le permutazioni di 
-.il lettere ad n ad n sarà la seguente: 
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m P» ~ m (m - 1 1 (m - 2) (m - 3) ... . (,« -(«-1)). 
Esempio I. .Sfaldo 10 persone; in quanti modi postia- 
mo disporct a 4 a 4? 

10 P4 — 10 . 8 7 

10 P4 = 10 .9.8.7 
= 5040. 

Esempio II. Colie 22 lettere dell'alfabeto italiano quante 
parole sì possono fare di 6 lettere l' una 1 

22 P6 = 22 .21 17 ■ 

22 P6 = 22.21 . 20 . 19 . 18 . 17 
= S37213G0. 

Osservazione. Quando m quantità si dispongono in 
diversi gruppi iti tutti i modi possibili, ciascuno Jc-1 quaii 
gruppi contiene una pozione soltanto ilt?lla serio totale, 
alcuni chiamano questo problema col titolo di problema 
delle disposizioni, e serbano il titolo di permutazioni al 
i:as(, ii! cui lo quantità inu:iioi:iH! ili iu:;t!it() ,„■. siano fi'.", 
loro variamente oullocate-, ma sempre impiegato tutta quan- 
te. Questo perù non ò che un caso particolare della solu- 
zione generale: basta solo di supporre che le m quantità 
siano permutato ad m ad m. La formula in tal caso di- 
viene 

m Pi» = "i (m-\) (m-2) (m— 3) .... (m-(m-l)) 
- m (m-1) (m-2) (ra-3) . . . . 1 
= 1.2.3.4....)» 
Esempio. Siamo 10 persone; in quanti modi possiamo 
cangiare di posto 1 / 

10 PI0 = 1 . 2 . 3 . 4 .... 10 
= 3628800. 
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Combinazioni 

176. La leoria (ielle e<>ì:)ió!fi. - <"rj. : ii risolve questo pro- 
blema principale: la quanti modi si possono rimire m 
quantità ad n ad a in mudo dn; uiini vi't'ppo diversifichi 
dagli altri non per l'ordine con cui sono disposte le quan- 
tità, ma per il valore delle quantità stesse? Cosi, per esem- 
pio, le lettera a, b si possono permutare a due a due in 
duo modi , 



no di m lettere prese ad n ad fc. Tutti i gruppi, di fi let- 
tere ciascuno,' debbono esser tali elio permutando in cia- 
scuno i posti delle lettere , dovrà nascere il totale delle 
permutazioni ad « ad n. Ora ogni gruppo produco 1 . 2 
.3.... « permutazioni, dunque potremo stabilire la formula 

m Pn=m G»X1.3-3.4....« 
da cui si ricava 



177. Per applicare queste formulo a qualche esempio 
ni cerchi il numero degli ambi, terni, quaderne e quinti- 
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ne che possali farsi con 90 numeri. Posto jji =■■ 90 avremo 



-=43949208. 

Osservazione. Poiché il numero delle combinazioni è 
naturalmente intero, impariamo che il rotto 

i(m-l) (m -■ 2) .... (h - 1)) 

iT n.a..... " 

prò ud qoojionto intero, 

lì OMmera'ore rappresenta una serio *] n;»r«<;<>0 di 
n fattori consecutivi, corno per esempio 10, li, 12, 13, 
14 , 16, 10 , il ebo si ottiene ponendo m- -10. n— 7, Detta 
seno il; fiuti. ri è <1u:ique (]ivi>ib>lc per il prodotto dui pri- 
mi n carceri della sn:i« naturale 

1.2 3,4.5.0.7, 



Formula del Binomio di Newton 

178. La formula del binomio di Newton è l'espressio- 
ne generale della potenza in™* di un binomio qualunque, 
ossia rappresenta lo sviluppo di (a+b) m per mezzo di coef- 
ficienti e di termini che sono tutti funzioni di a, di b e 
di m. Questa formula 6 




^ m{m— — 2) 



1.2.3 



<b 3 + .... 
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Ri tratta ora dì dedurla e di fondarla per mezzo di mia 
ttnalisi rigorosa e {reiterale. A tal line rimettendo che (a+lr)™ 
corrisponda ad 

(0-t-S) [a + b) (a + B) ecc. 

dove i! fattore [a-t-li) deve esser ripetuto m volte, occu- 
piamoci di dimostrare un importante teorema relativo alla 
moltiplicazione di molti fattori binomi o uguali tutti fra 

17'J, Tkobkma. // pnnhjllo di uiolti />o! inomi corrispon- 
de alla somma di lutti i pr,Mti pu.-isihi'i clic jios&mo /or- 
marti prendendo ttn fattore distinto da ciascuna dei poti- 
nomi Medesimi. 

Infatti supponiamo che i polinomi siano due. Si sa 
che ogni termine del primo si moltiplica per ognuno di 
quelli del secondo. È dunque chiaro che ogni prodotto par- 
ziale risulta di un termine del primo e di un termine del 
secondo. Ciò è anche visìbili) nel]' esempio seguente: 

(a -t-l>)(c-*-d) = ac + ad-i-bc+- M. 
Supponiamo che i polinomi siano tre< In questo caso do- 
vrà farsi primieramente il prodotto dei primi duo , e con 
ciò avremo un prodotto che si compone di termini conte- 
nenti , come abbiamo veduto, due termini distinti dei due 
primi polinomi. Moltiplicando questo prodotto pel terzo 
polinomio, ogni termino di questo si unirii coi prodotti 
prima avuti; ondo i nuovi prodotti conterranno tre fattori 
provenienti da tre termini distinti dei tre polinomi, e sa- 

sono quattro o più , si verifica evidentemente la legge 
medesima, e quindi riesce dimostrato il teorema enunciato. 
La dimostrazione di tal teorema è fondata unicamente sul 
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metodo elio si tiene nclki :!1'.::I:|;:ll'.v.ìoiic ili'i polinomi. Ba- 
stava anche dire: Nella moltiplicazione di più polinomi si 
combina ogni termine del primo con quelli del secondo, 
poi ogni prodotto primule fi combina coi termini del ter- 
zo ; ogni nuovo prodotto si combina coi termini ilei quarto 
ecc.; perciò la prima serie dei prodotti parala!! sarà for- 
mata di tutte le combinazioni possibili ili due termini di- 
stinti dei duo primi polinomi. la seconda, serie sarà formata 
di tutte le cornili iwicni pissibìii di tre termini distinti dei 
tre primi polinomi, o cosi via via sino all'ultima. 

180. Applichiamo questo teorema alla formazione del 
prodotto ili m binomi , aventi il primo termine uguale , 

(a-r-5) (a+c) (a+d) (a+é) (a-t-f) ecc. 

Ordiniamo il prodotto per lo potenze di a. Prendendo a da 
Ogni binomio, avremo m volte il fattore a, ossia a™. Pren- 
dendo a da tutti meno die da imo, i fattoria saranno 
«i-l di numero, ossia a"- 1 ; e quel binomio che non man- 
da a nel prodotto manderà evidentemente l'altra lettera. 
E poiché ciò deve farsi in tutti i modi possibili, avremo 
a"'-' combinato successivamente con !i, con c, con il ecc.; 
ossia avremo fi" 1-1 S-f-a™— 1 c + « m -' d ■+■ ecc., ovvero 
a" 1-1 {ìi-i-c + d. . . .) che scrivo por comodo nella forma 
seguente : 




-I- d 



Prendendo a da tutti mono che da due, i fattori a saranno 
m— 2, ossia a"— s ; e i due binomi rimanenti manderanno 



1Q2 

nel prodotto Io duo secondo lottcre; perciò osejniondo an- 
che ora tutte le combinazioni possibili, otterremo 



Prendendo a da tutti meno die da tre binomi avremo a'"- 3 
moltiplicato successivamente per tre delle seconde lettere, 
combinate al solito in tutti i modi passibili. Avremo a- 
dunque 

(a + 6} (a+c) [u+d) ecc. 

bc-t-a'"* 3 M + ecc. 
+ U +bce 

+ cd -+-cifc 

E chiaro che l'ultimo termine sarà bedef ecc. , ossia sarà 
il prodotto di tutti i secondi termini: infatti dopo aver pro- 
so a solo da un binomio, si passa iniino a non prendere 
che i secondi termini, 1 quali moltiplicati insieme danno 
1" ultimo prodotto. 

181. Veniamo iniino al caso di ((H-S)m, cioè a trovare 
lo sviluppo di molti binomi tutti uguali non solo nel primo 
termino, ma anche nei secondi, Hasterà convertire in t 
tutti i secondi termini, e quindi si avrà 










js. 




+i 








4-i 


■4-5* 






+1 
ecc. 


-t-9* 


+ 63 



Sì vede ili qui die 
i termini sono iti r 

i termini ■+-**. > 



i termini -Fi 3 » » — 

dunque potremo porre infine 

(a -+- />)'" = a m -+- i!ifl m -' i -t- - 
" t( "'-^^~ E1 0—^3 + e cc. ...+ i'" ; 

a questa è la formula ohe prende il nome dal suo immor- 
tale inventore. 

Posto m = 2, 3, 4, 5 ecc. sì avranno le potenze 
2*, 3\ 4*, 5* ecc. del binomio. 

Esempio. Si voglia la potenza 4" ili a-hb : avremo 

4.3 „ 4.3.2 , 4.3.2.1 , 
= ai + Aa?i + — 2 a- i'+j^-j ^ + YTT7i' ' ' 

U fattore (m— 4) die entra in tutti i termini susseguenti 
li riduce tutti a zero. Riducendo si avrà 

(o -t- = a * -t- 4a 3 ìi -+- Sa- i~ + 4aÈ a + S*. 

182. Problema. Trotare il termine generale della for~ 
mata del binomio. 
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Sia !i il mimerò d'orlili'! occupalo ila un termine. 
È facils vedere la relazione costante ohe passa fra il nu- 
mero d'ordine di un termine e il valore degli esponenti 
e (Itg-li ultimi fattori che compongono il numeratore e il 
denominato™ dei coefficienti. 



inferiore di 'km unità ai numero d'ordine del terniine.ro- 
tremo adunque stabilire con tutta facilita 



solo pensando che quelli del numeratore crescono lutti i 
1 procedendo da destra a sinistra, e quelli del denomina 
(ore decrescono di 1. Sarà, dunque di nuovo 



195 



T»+l«=- 



M ( m -l)(m-gMw-fii-a))( W -(ii-l)) 



1.2.3.... [n-l)n 



Paragoniamo ora le due espressioni che rappresen- 
tano due termini successivi. 

Chiamando C il coeilicitiua tot al n it-.-lla prima, sarà 



e poiché l'intero cuel[icii?nte 'Iella primn si trova ripetuto 
nella seconda formula, potrò pure con una semplice so- 
stituzione avere 



c questo ilcc nuove ospr^fiom rappi'e.^ntatio pure <ì:in 
termini successivi qualunque. 

Esaminando il eoellleiente lutale del termine rt-t-1, 
trovo che ai compone del coefficiente G del tarmino pre- 
cedente moltiplicato por l'esponente (n— 1)) che ha la 
prima lettera a sul termine stesso, e diviso quindi por il 
numero w. dei termini premienti. 

Quesla leffge è appunto ciù che avevamo in mira 
di stabilire 

Osservazione I. Se nella formula 

( a +ì)<« = Qin+món-i S + rn (™ —- ì) . a'—* i* ecc. . . . -+- b-> 

si cangia È in — b, avremo evidentemente 



avvertendo rapporto all' ultimo termine che il segno ne- 
gativo ha soltanto luogo quando sari di posto pari, ossia 
quando m sarà di grado impari. 




(a — S) ra = om — ma"" 1 i-t- ' 




■ i ! . . . . -t- i«i , 
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OaaGiivÀZioNE II. Essendo (<w-S)">«-(S-Hi) ra , e perciò 
a" + ma— ' i + - ^ ~ 1 ' ecc. . . . + 

è™ + «li" 1 - 1 >+ ™^" g ^ ì m - i a' ecc. . . . + n°> j 

i concienti del termini equidistanti dagli estremi sono 
uguali. 

Osservazione III. Nelle due formule superiori clie dan- 
no la potenza m 1 "* ili una somma e <li una differenza po- 
nendo ì — a, e dividendo ambedue i memori per o m , si 
hanno io seguenti relazioni: 

m(m— 1) m(m— l)(m— 2) 

0 „l_ m+ _ ___ ei 

Dunque l.'la somma dei coejtcientl della potenza m m *del 
iinomto uguaglia la potenza va"" di 2; 2.° fa somma dei 
coejteienti dei termini di posto pari uguaglia quella del coef- 
jklenit dei termini di posto impari. 



CAPITOLO XIL 



POTENZA E RADICE m™ DI UN POLINOMIO 



Potenza m"" di un polinomio 



184. Abbiamo veduto nel precedente capitolo comesi 
possa elevare ad una qualunque potenza un binomio. La 
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stessa formula elio esprime la potenza m"* ili un binomio 
ci servirà benìssimo a trovare la potenza di un poli- 
nomio di un numero qualunque di. termini. 

Abbiasi il trinomio e-*-b-t-a da elevarsi alla potenza 
mi™». Ripresa la formula 

(.+ »)._«. + ,„„-' i + 5fe=l! „— P , 

so vi sostituiamo c in luogo di a e i-l-a in luogo di S, 
ne risulterà 

(c + 6+ 0)1" - e'" + mtf»- 1 (« ■+■ 4) + '" - ^ l - ~ ) c'"-'- 
X(a + i) 3 ecc.... + [iH-i) m . 

Posti in questa espressione i valori di (a+S) a , (a+i)'.... 
(«H-S) m dedotti dalla formula del binomio, avremo il va- 
lore della richiesta potenza. 

Similmente per ottenere l'm™ 1 potenza del quadrino- 
mio d+c+lrt-a, basterà porre nella medesima formula 'lei 
binomio d invece ili a e c+lrt-a invece di li; il ohe darà 

(d + e + * -1- a)™= <f » + "i*"- 1 (<t + b + c) + "'f'^ -- 
X (a+t+c) ee0 ....- i -( a +b+cy". 

E qui pure non resterà altro 'li! l'arai fuorché la sostitu- 
zione dei valori di (a-t-li + c) 2 , (a-t-l-t-c) s .... (a+h+c)w 
calcolati per mezzo della precedente espressione. 

Prosegue n il-) in qui?s(a in miior:! it chiaro cha potremo 
inalzare a qualunque potenza un polinomio qualunque. 

Passiamo adesso alla seconda ricerca da farai in 
questo capitolo, assai più difficile di quella già fatta: alla 
ricerca della radice m mi di un polinomio. 
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Ita ili ce m"" «11 un polinomio 



185. Sin A un polinomio qnnlimqup : supposto die esso 
sìa orilinato per li 1 potenze deerrsoiriti di min stessa let- 
tura, il medesimo sarà il prodotto di m littori ugualmente 
ordinati, e perciò il primo termino della radico di A si 
avrà estraendo la radice ■>u ml dal primo termine del poli- 
nomio proposto. 

Trovato cosi il primo termine della radico im h di 
A, sarà facile trovare il secondo. Si chiami infatti p quel 
primo termine trovato, ed S la somma di lutti gli altri 
elio sono incogniti: dovremo avere 

A — (p-t-S)"' — J)™+«y)m-l S-J-eCC, 



titil dei duo membri di questa u 



il secondo del 
mine del poli: 



dotti jf-'S-.^—^S 3 eoe. Infatti i fatL.iri di questi prodolti 
ivKiteng-ono la lettera ordinatrice con esponenti sempre piii 
pi.-coli, poiché per formare ciascuno eli essi fa duopu so- 
stituire nel precedente ad un fattore uguale a p un fat- 
tore uguale ad S, che è di grado inferiore. Ma il primo 
termine di ìii/i "- 1 è dato evidentemente dal primo termino 
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ili 5 per Hip™ -1 , dunque chiamando s il primo termino 
di ri (cioii il secondo termine della radice che ai cerca) 

donde 

Fatto p-t-J = — jj, , e chiamando Si la sommo degli 
altri termini della radice, avremo 

A^(p,-hS,y — p,m-H»j»,»- '8, ■(-— 1 ^~^, 1 "- ! S 1 ; +ecc. 

, , . m( m-l) ,,„.„, 

Ragionando come sopra il primo termine di A— p,™ 
si troverà uguaglhirR il primo termino di mpi'"- l Si. Il pri- 
mo termina di questo prodotto 6 flato evidentomento dal 
primo termine di Si poi primo termino di mpi K ~\ Chia- 
mando adunque * il primo termine di A— j), 1 ", e it 
primo di 8, , avremo S=mp n - > Si, ossia 




Ragionando nello stesso modo troveremmo il quarto 
termino della radice 



chiamando y il primo termine del resto fra il polinomio 
dillo o la iii" 1 -' potenza dei termini jriii trovati. 

Si conclude perciò che noti gli il termini della ra- 
dice m™" di un polinomio, per mezzo di essi possiamo tro- 
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vare il termine n-t-1 , dividendo per la quantità costante 
, n pra-i j[ p r ; mo termine del resto fra il polinomio e la po- 
tenza (tt™» ilei termini già trovati. 

Esempio. Vogliasi la radico terza del polinomio fl3 as 
-ì-3a''-l>xì + 3a(ac+F-)xi-i.l>(6ai:-ì-l>"-)&-t-3c(ac+&"-)x- 

ax> +bz+c radice cnrwit;i 
3(i-x 4 — mjP-'àlv. costante. 
A.-=a^+aa"-l/xi+3a(ac-*-l a -)^+H<iac -t-i^>tM-3c (nc-t **)s 2 

pi ^a^x" 

-t-3ic 2 o+e 3 



Osseevazione I. Si può osservare cho essendo p , =jH-*, 
sarà j)i , =(jr4-f)3^)+3i> s H'9i»M-« ) , e quindi 
A— p,3 = A— p s — ('Jp"--*-3ps + s' : )s; 
cioè si ottiene il resto k~p i i sottraendo dal resto prece- 
dente A— p '■' il prodotto del secondo termino s della radice 
pel trinomio 3p"+[Sps+s-. 

In egfualmouo essendo p--^Pi+S{, c :i =(ii|-+-si) :l 
1 5 -*-3^ ! -s ,+3jt| *i S +J [ ' , avremo 
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cioè il resto A— j»2 vien dato pel resto antecedente dimi- 
nuito del prodotto ilei terzo termino Si della radice pel 
trinomio 3j>i*+3|>i«i-Wi 3 . Con questa leg-ge adunque po- 
tremo ottenere i resti successivi li imi dagli altri senza 
fare a parte i cubi di p, , p% ecc. , per sottrarli dal poli- 

tende»' lo f|iie»ta nervazione fatta sulla radico 
cuba al caso clic la radice sia del grado ni, supponiamo 
di avere determinato il termine »w-l della radice e chia- 
miamolo r; si chiami y il termine ti", ed x il termine 
!i m ° meno «no; essendo visibilmente 

sarà 

A — y™ — A — (s + *•)=>, 

dunque A — y'" si otterrà togliendo dalla differenza A— a™ 
elio già si conosce il prodotto 

(»ia m -'+ "'^'" ^ af-*r+aco. . . .+t"-')r. 

Per vedere l'utililìi di questa cmemi/ione rifaccia- 
mo il calcolo della radice cubica clie si fece più sopra. 
A = a% c -(- 3a - AeM-3 « (ac+ i- j x >+i (§ac+b ")x 3 +3c(ae+ V-)x- 

p3 = a^x" 



\-p3=iìa^x : '+3a(ac+F•)xl+^<ìac+b"-)x 3 -i-3c(ac+ò^ : )x^^- 
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3a" l/x* + 3afrx* z~' 

A~p l *=-....3a"cz*-*-6abcx 3 -t-3c(ac+l>*)2' : + 3bc ,! ii;+c 3 
Sai ex* -4- 6aSex* -t-3s (oc+J 3 ) a 1 -t-3ie l x + c= 



mediatamente. L'ultimo termine infittii della radice puù 
ìell" ultimo termine del polinomio proposto. E perdo tro- 



vazioNB III. Quando il primo e l' ultimo ter- 

esser radice del polinomio proposto. Questa 
i jjiuvfrìi ;i lii.-iiis^-iEiTiì qnuldie volta a colpo 



186. Al metodo esposto (53) por la estrazione della 
radice quadrata e analogo quello da tenersi per V eslra- 
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J87. Teorema. Se mt mi-mero ha 3n, 3u~l, 3n— 2 
cifre, la sim riulke c" ! ikti ha u cifre. 

La verità ili questo teorema risulta dalla semplice 
Ispezione della seguente tavola: 

l>. - 1 
1(P =1000 
10IP = 1000000 
, 1000^ — 1000000000 



È clliaro infatti che i numeri compresi fra i e 1000, cioè 
o di una, o di due, o dì tre cifre hanno la loro radice 
cubica di una sola cifra: i numeri compresi fra 1000 c 
lOOUUOO, cioè o di quattro, o ili cinque, o di sei cifre 

Dunque a colpo d'occhio possiamo subito stabilire 



il cubo (Ielle (lincine terminando con tre /.uri non può tro- 
varsi nelle ultime tre cilVe del n linieri] dato, onde jier de- 
terminare le diecina dulia radico astrarrò dalle ultime tro 
cifre, o porterò l'attenzione sullo sei precedenti. (Jiiosto 
nuovo numero perù, essendo di nei cifre, avrà la radico 
cubica di due cifre , ouiiiposln peroiò aneli* essa di diecine 

cifra delle diecine di essa radice dopo aver separate altre 
tre cifre del numeri: proposto. Questo rojriou amento essen- 
do generale porta a concludere che nella estrazione della 



188. Proponiamoci adesso rli estrarre la radice cubica 
■lai numero 800085351. Essendo la sua radice di tre cifra, 
composta cioè di un certo numero di diecine e di unita. 



potrà pure riguardarsi come il cubo di un numero com- 
posto di diecine e di unità; e poiché 

(d-\-n)* — d 1 + 30- fu- 3ife»' -t- ;<■", 

troverò la prima cifra delle ditemi' ouvandu intuitivamente 
il cubo più prossimo tP contenuto in 860. È questo 720 
che, tolto da 8G0. e il resto unito alla elasso seguente, da 



Poiché detta somma è 128375, non maggiore di 131085, 
la sottro dal primo residuo, eri ho un secondo residuo 2710, 
che unito alla classe scgucntR forma il numero 2710351. 
Cosi ho determinato lo duo cifro delle diecine della radi- 
ce. Il numero 2710351 sarà anch'esso uguale a Sd'n+afe* 
-\-n s ; e ragionando rome sopra Imi ciu hi cifra delle unità 
della radice uguale ad 1. E poiché la somma 3^«+-3tfn* 
4-n 3 — 2710351, concluderò che il numero dato lia per ra- 
dico nullità il numero 951. 
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Il calcolo può disporsi come appresso : 





951 




tf> — ....729 






l'resto— ....131085 


24300 = 


'-ii!'- ]niino divisore 


126375 


1 -2k:ì7.-j 




2 0 resto— ....2710351 




-- 'Ad- secondo divisore 


27103Ó1 


2710351 




3'resto = .... 0 







189. I rag 1 io □ airi enti tenuti ai numeri "j4, 65, 50, 
57, 58 potendosi colia massima facilità applicare all'estra- 
zione della radice cubica dai numeri frazionari, e con una 
approssimazione qualunque si voglia ove un numero non 
sia un cubo perfetto, ci risparmiano rli ripetere dette di- 
mostrazioni. Cosi la radice cubica di un numero dato M a 

meno di — troveremmo essere uguale alla radice ameno 

di una unità del prodotto MXa 3 divisa per n. 

190. Se vuoisi estrarre la radico quinta da un numero 
che ha più di cinque cifre, si provera con facile ragio- 
namento die il numero deve dividersi in classi di cinque 
cifre. Poi, siccome la sua radice È composta di diecine e 
di unita, sarà esso numero la quinta potenza del binomio 
d-t-n, cioè 

dal che si vede chiaro l' operazione per estrarrc la radice 
quinta da un numero do vero avere perfetta analog-ia colla 
estrazione .iella radice cubica. 

La stessa analog-ia ha l'estrazione della radice set- 
tima, undecima eco. n™ 1 da un numero qualunque. 



CAPITOLO XIII. 



FRAZIONI CONTINUE 



Tutto qucstn tmlliLlo si ajjjjira artuuquc sulla fra- 
zione generale 

1 ? -%! i 

a, H 

s - f 3 ecc. 

Le frazioni condirne sono o in/i)Utt secondo 

Min haunc- o no un limito nel loro prosre*sivo sviluppo. 

Si vedrà die In fiaile corri tpoodooo a dei rolli ra- 
zionili; le iutlnite corrispondono a quantità irrazionali. 

Le quantità q, q,, q„ j, ecc. si chiamano quozienti 
incompleti t> quozienti successiti. 
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zieute iucoiEipWo. si ::ìn;mi:i f rti:lo,ic ridotta. 

Da una frazione continua Imita si possono avere 
tauta riflotte quanti anno i suoi quozienti incompleti. 

fiswfpio. Sia a - :t h- — 1 

i -t--jr , J_ 

6 " 

Saranno 

I" ridotta —3 

2" ridotta -.3 + 4" 



É chiaro che l'ultima ridotta corrispondo ad x. 

I vari rotti successivi insieme collegati sì chiamano 
rotti parziali o integranti. 

IBS. PaoutBHA. Sciogliere in frazione continua ima 
frazione ordinaria. 

Sia — la frazione proposta. Divido in per iì e chia- 
mo q il quoziente, r ii rcslo. Sara 
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Divido — in ambedue i termini per /, e viene 

Sii I 

ir- t+T- 



Faccio la divisiono di n per r, e chiamo ij\ , r t il nuovo 
quoziente e il nuovo resto. Sarà 



» Sl -t—j-, 

a continuo le divisioni come sopra. Verrà pertanto 



E visibile die abbiamo successivamente divise le 
une per le altre le quantità jii, n, r, r,, r 5 , r 3 eco. come 
appunto si usa nel calcolo che serve a trovare il massimo 

Questo mi.'toilo potrà liuìi'iuc seg-uirsi con vantag- 
gio per lo sviluppo di una frazione ordinaria in frazione 
continua. 

Ciò dimostra ancora che qualunque rotto razionale 
produce sempre una frazioni continua finita, perché nella 
ricerea del massimo comun divisore si arriva sempre al 
resto zero, e perciò a un quoziente completo, che nou ne 
ammette altri dopo di sé. 

103. PnotiLKMA. Ridurre in frazione ordinaria ma data 
frazione conliana. 

Vi è a ciò un metodo iiiinmieute aviti) lotico, il quale 
consiste nel sommare cui vicini quozienti i rotti parziali, 
cominciando dall' ultimo e via riducondo per salire sino 
al primo. 



Nello stesso moilo si ottengono tutte le frazioni ridotto , 
cioè le sommi; diversi; dulLi data, troijiMtii dopo i diversi 
quozienti. 

104. Teoubma. Una ridotta i maggiore della d'ila quan- 
do albi-accia v.a numero pari di quozienti, ed è minore della 
dula quando ne abbraccia un 'numero ìmpari. 



La ridotta seconda si compone di Ma f r de- 

nominatore è minore del giusto, dunque il rotto — è mag- 
giore del giusto, e perciò 

La ridotta terza si compone di g~t — — 1 , dove 
— è maggiore del vero, e perciò è maggiore del vero au- 
che q\ -t-— ; ciò rende minore del vero il rotto che è ag- 
giunto a q, e perciò si ha un totale minore di %. 
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Al solito l'ultimo rotto parziale è maggiore ilei vero; por- 
ciò minora del vero ì; la somma dagli ultimi due, e quin- 
ili (jrli ultimi tre fanno più ilei vero, e risulta un totale 
maggiore ili x. 

Seguitando a r:< .firmare neil' i.-ti'.-.-a guisa, per le 
altre rirlolte siiclm=:'jìvc .si trova sctupiv i>oit'ormnto il teo- 
rema proposto. 



Da ciò deriva ancora questa importante conseguenza, che 
cioè il valore dilla frazione intera e compresa fra i Talari 
di due ridalle conseci'tire. 

195. Teorema. Si ha il numeratore di maffa&iOM ri- 
dalla moltiplicando l' '/'Il imo i/ìlùti ente pel denomi ini/ore 
dell'iiilima rido/la preceda! le , e aytiimitjendQ quello della 
penultima. — li motto vipiale si ha il denominatore, im- 
piegando i denominatori delie due precedenti. 
Siano in generale 

iL A P 
M, 'Kj ' Pi 

tre frazioni ridotte consecutive, ottenute cui troncare la 
data ai quozienti ni, n, p. Ognuna di e^sc sarìt funziono 
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ili lutti Ì l|U0?Ì01lli L'IlC 



lil-l"yl'" ' 



indicando con y , y, i ooefflcientl die ha il quoziente ;jt 
nel numeratore e nel denominatore, e con 15 e B| l' in- 
sieme dei termini cli<> non hanno m. 

Ponendo y.t + — in luogo ili m, In formula mede- 
sima darìi il valore della rìilolta seguente. Perciò 



'(■' 



E ponendo in quésta "' luogo di n, avremo la 

terza ridotta consecutiva 

P M (" + ~) MnjJ+M+yy jjfMw H-y)+ M 

p s -i- m 

~ j»Hi + Mi ' 

laqual formula esprime la reh/ione analitica fra l;i ridotta 
P 

qualunque —, il suo ultimo quoziente;! e i termini N, 

K|, M, Mi, delle due ridotte precedenti : relazione perfet- 
tamente conforme al teorema annuncialo. 



,a prima e la seconda ridotta non 
pnsson conformarsi a questa legge percliè non sono pre- 
cedute ila altre ridotte. Si Ila invece 



Quest'ultimi espressione può avvicinarsi al teorema gcne- 
ralu ponendolo sotto la forma generale 



3 II. Ogni nuova ridotfa ha un numera- 
tore sempre più granile, e anche i denominatori vanno 
sempre crescendo. 

Esempio. Si prenda la frazione 

e si formino le varie ridotte colle norme contenute del- 
l' ultimo teorema. Avremo primieramente 



e ora seguendo la legge data dalla formula 
P jK-4-M 
ì'i "jiNi+M, 

avremo 

_C 3.3+1 1Q 
Gì "3 . 2+1 7 

D 4 ■ 10 + 3 43 
D, = 4.7 + 2 ^30 

E 5 .43 + 10 227, 

b. = s . 30+7 = nr 
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Si vedo clia anche la frazione intera segue la legge dello 
ridotte, e iiou poteva essere diversami'iile perchè quella 
legge fu dimostrata in generale. Perciò la frazione intera 
potrò chiamarsi la ridotta ultima, o ridotta completa. 

196. Tkomm.v. Za d:jj'en::i;a fra due ri-lotte consecatlne 
uguaglia una frtizione il cui numeratore è eos/mileinfuCn 
+ l,e il dmomlnatere è it prodotto dei denominatori delle 
due ridotte medesime. 

Siauo al solito tre frazioni consecutivo 
M_ _K_ P_ 
Mi ' Hi ' Pt' 
Le loro differenze saranno 

JL — JL JL 
N | Ut ' P i N, 

KM, — MNj PN, - Sp| 
HiU, ' PiN, ; 

Per renderla comparabili pongo nel numeratore della se- 
conda differenza in luogo di P e Pi i loro valori espressi 
in funziona dalle ridotto pruwdwiti. Cosi la seconda dine- 
rema diviene 

(;A'+M)N r -(; ^'|-f-M,lX MX| — M|S -(XMi-MX,) 
l'i^i "~ l'i X, ~" l J t Si 

Pariigon Muli) ijufrsr ullimn n unii 1 iti! ore con quello 
della prima differenza, si vede elio sono uguali in valore 
assoluto, a differiscono solo nel segno. 

Poiché dunque duo differenza successiva hanno un 
numeratore uguale, potendosi la seconda paragonare con 
uno terza, e questa con una quarta ecc., diremo che tutte 
U 
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le differenze tra le ridotte vicine limino un medesimo nu- 
meratore. Ma le prime due risulte 



danno la differenza positiva —, dunque tutte le differenze 
<l\ 

limino il numeratore 1. E poiché due differente vicine dif- 
feriscono nel sr^no ili'! i>iiini';\Ltiir« , In. seconda avrà — 1, 

-t-1 quando la rido/fa intima ahhraccìa vn numero pari ili 
quozienti, e — 1 quando ne akhmecia v» Mimerò impari. 
— Si soppone di sottrarre sempre la penultima dall'ultima. 

Il teorema ora spiegato puù anche enunciarsi nei 
termini seguenti : 

/ prodotti del termini in croce di due ridotte vicine 
hanno l'unità per differenza. 

197. Tbobbiu. I dite fermili! componenti una /razione 
ridotta non hanno a'ciin fallare, comune. 

Infatti due frazioni vicine 
N_ P_ 
Ni ' P | 

danno il numeratore della loro differenza uguale a il, 

PNl— KP,«-±I. 
So N ed K, . ovvero P e P t avessero un fattor comune, 
questo dovrebbe dividere anche il secondo membro, cioè 
±1,0 che è impossibile. 

198. Problema. Trot a re il limite $it]>eriore ed inferiore 
dell'errore che si commette prendendo una /razione ridotta 
ìnrece dell' intera. 



Sappiamo che il valore bell'intera frazione è com- 
preso tra i valori di duo ridotte vicine. Essendo adunque 
N P 

al solito — , — due ridotte vicine , poiché la loro diffe- 
renza à p ^ , il valore di a differirà da ognuna di esse 
meno di 

Bappresentando con 9 questo errore, sarà 
o poiché 

a più forte ragiono sarà 



N 

Dunque prendendo la frazione — si commette tin 
errore die può aìiclie dirsi minore dell' unità divisa per il 
rj/'uili-ato ilei dewiì'inatore. 

p 

Cosi pure prendendo— si commette un errore mi- 
nore di ~, come risulterebbe paragonando questa fra- 



E poiché i rotti ^ , ^ , ~ ecc. sono sempre 
più piaceli , facilmente si intende uba anebo l'errore S (in 
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più » in wntl t.i\'\i rh -':»|ir.- duuinucii lo, e porrle ogni 
nuova ridotta «ara sempre più prossima al valore di x, 

KappteiPiitandi) eoo Udo lineo oriEzoulale la fra/io- 
ne data, le varie Hilutte vi • . iutomo avvicinandosi 
sempre più alla data. 




Por questa ragione si t cinto il nome di frazimt 
SOMirgenti alle ridotte successive, le quali riescono utilis- 
sime per esprimerà il valore di un rutto con un dato grado 
di :i|jjiniaBÌui:iiii'ii]'ì e con termini pili semplici. 

Conosciuto il limite superiore dell'errore, limite ohe 

È espresso dall' inegu agli anza *^ , troviamone ora 

il limite inferiore. 
Si sa clie 

Q yP-t- N 

Ho in luO£o del iiimzinnle ineumplelo •] si pone qui tutto 
il seguilo della fraziono cominciando da q, rappresentan- 
dolo con una letlera sola, per esempio con y, allora la 
ridotta diviene uguale all'intera Trazione x. Dunque 

a ~~ yi' i -+- k i ' 
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Quindi 

_N__ N yP + N yXP, j-j^— gMjP— HN, 
B, a=, N| yP, + N, ~ H, + 

XP,— K,P +] 

1\ ! y ; 1 V 1 ,j i 

K,(P,+K,)' 

II limite inferiore è dunque l'unità divisa pel pro- 
dotto del denominatore della ridotta nella somma dei me- 
desimo col seguente. 

Riepilogando adunque, i due limiti rigorosi tra i 
quali è incluso l' errore sono 

1 1 
N, P ( e +P,)' 

Il primo lotto e maggioro del secondo, o passando 
per gradi dal primo al secondo s'incontra il valore pre- 
ciso dell'errore commesso perchè è minore del primo e 
maggiore del secondo. 

225 

E.5]::.:;':;v licitilo , i; valurc 'li'! :'i n!ii ~a :V.i?.icin\ .•(? 
lai 

gì prende in sua vece la ridotta ^ che è seguita da 
si fa un errore che è 

1 l_ I 1 

"^7 .3u — 210 ° ^7 (7+ 30)™ 259" 

199. Teorema. jVo'j e po*-iil'- : lr u'.Ticinarsi meglio al 
valore di x con /razioni pai semplici de/lc ridotte. 

Dunque lo ridotte son le più semplici tra le frazioni 
che rappresentano con approssimazione il valore di x. 



Infatti si supponga una frazione 

z ■ ■ , > p 

— pra vicina ad z cbe — . 

N P Z 

Poiché il valore ili x ò ini orni od io fra — e —, anche — 
sarà intermedia tra le medesime ridotte, e scrivendo 
N Z P 
M/ Z~i ' Pi 

o decrescenti, e la differenza fra i due primi sarà minore 
della differenza fra gli estremi, cioè 
NZ|— K,Z 1 
N ( Z| < H,Pi - 
Ora il numeratore KZ,— K,Z non può essere uguale 
e zero, perchè dall'equazione NZ,— X,Z = 0 verrebbe 

g~™ il che È contro l'ipotesi. 

Perciò a rendere il primo membro minore del se- 
condo faduopo che il suo riertoiniiiiitorf! sia maggiore del- 
l'altro, ossia 

K, Z^K.P,, 

e quindi 

Zj>P,. 

Dunque intanto la fraziono ~ che ai suppone più prossi- 
p 

sima ad a che — ha il suo denominatore Z, più granda 

che P,. Con più ragione adunque sarà Z, >N,. E se fossa 
Z<P, con più ragione sarebbe ancora Z<N, e la fra- 

lione sarebbe minoro di ambedue lo vicine ^- e ~-, 
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e non essendo più cnmprosa tra ili loro, non sarebbe più 
vero che sì avvicina più di esse al valore di x. Perciò an- 
che il numeratore Z sari maggiore di P- Quindi la fra- 
zione ~ in ambedue i suoi termini sarà più grande di ^~ 
É dunque vero che non è possibile avvicinarsi menilo al 
•calore di x con frazioni più semplici delle ridotte. Quindi 
una frazione più semplice die qualunque delle ridotte sarù 
sempre più lontana di esse dal valore completo di <t. (Juan- 
dò in un calcolo di approssimazione cerchiamo la maggior 



MihTre qne.ito import «ad; pr'ililcmri : DuJii. vna frazione 
espressa da grandi numeri, trovarne altre irriducibili che 
si avvicinino così alla proposta clic altre più semplici ne 

200. Appmca zione. Trorare il rapporto approssimalo 
della circonferenia al diametro. 

Si sa che invano ù stato tentato di esprìmere esat- 
tamente il rapporto (Va la circonferenza e il diametro. 

22 

Archimede giunse a stabilirlo di —. — Molti secoli 

dopo Adriano Muzio Olandese mostrò che poteva meglio 
355 

rappresentarsi con yj^. Infine altri con metodi rigorosi 

calcolandolo fino a 127 cifre decimali, trovarono 

«,= 3, 141G92BJ ecc. 

Questo rotto può trasformarsi in frazione continua 

, , .. , . 314159285 
dandogli la forma 1000uOOQ0 . e viene 
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Ricavando ora lo varili ridotto, i^iiuna rappresen- 
terà sempra meglio il rapporto esatto. 



do, ed Basendo di ordino pari pecca per eccesso. La quarta 
che t pure superiore al vero corrisponde al rapporto tro- 
vato da Meato; il suo errore è minoro di ^ , os- 



201. Dalle teorie spieg-ate deriva faci lineate che le fra- 
zioni ridotte di rosine impari t'urinano una ^rrie di termini 
crescenti, elio fondono a grado a grado ad uguagliare la 
proposta; mentre le ridotte ili online pari formano una se- 
rie decrescente che lia pure per limito estremo x. 

A C E [; 
Seno crescente — , — , — , — , ecc. . . . x. 

Serio decrescente - 



' Fj ' H j 
S02. Essendo al solito le ridotte 
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A 1 _C B -1 D_ C 1 

~ A, = A, Iìj 'C ( B| C t B| ' D| ~C| — C, D,' 

I* N 4-1 
ecc. ecc., e infine p~ — jj~ = k'ÌT' 

Sommando lutti; ijin'ik- <.■■ junKioiii avremo 
ì A G lì D _C V N 

7 - a7 + c] b7 + ì^| — c7" l "' ?t ' < '' "" tm v~i ~n7 



Pj A[ B[ B|C| C, I) ( 
, dunquo 



m (meno A) e 
203. Quando 



servando il medesimo ordine, la frazioni: si ,ì\ m periodica. 
Il periodo pulì cominciare fin dal pi-incijiìo , ovvero dopo 
un certo numero di quozienti. 

I. Supponiamo elio il periodo cominci al principio 
della frazione, e clic i quozienti periodici siano in online 
a, l, e . . . . n, p. La frazione sarà 

S+- I . 



Poiché $ uguaglia un numero infinito di detti porio-Ii, cit 
anclie dopo il primo ve ue è un numero infinito, potrà 
ammettersi che tutta la serie ilei periodi che tengon dietro 
al primo uguagliai. Quindi la fraiione può indicarsi con 

e in questo modo prende l'aspetti» di frazione Unita. L'ul- 
tima ridotta, u^uiilu si'tiiiu'e ni valore dell'intera fraziono, 

_ jF + ri 

la quale equazione di ii 
II. Supponiamo in i 



, donde x-P, -trtc(8, — P)*=N, 



lochi la somma nel luogo del periodo e quindi si sommi 
la frazione finita elie risulta. 

Esempio, x = I +~ _1_ , 
Chiamando y la porte periodica, sarà 
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y _ 1 ±\f2; ondo 
2+ V2 



2 + V2 

avremo d = ; e moltiplicando ambi i 

1 + V2 

tornimi per 1 — V2, ai ha infine 

204. Pboklema. Ridurre in /razione continua una ra- 
dice irrazionale. 

Tutto 1' artifizio consista tipi far corrispondere la 
radice a un numero intero, più una frazione incognita, che 
si determina per mezzo della stessa equazione posta in 
principio ; continuando poi sempre di questo passo con 
poche altre e facili riduzioni. 

Esbwpio. V2 = l + ^-, onde x, (V2"-l) — 1, e x, 

mn — = . Sostituendo si ha 

V2-1 

V2^=lH--j-, e moltiplicando i due 
V2-1 

termini del denominatore per V'2H-1 



V2-*-l = 2-t-— , sarà 

*"~Vi_r ' 

V2-1 

-1+4- 1 



V2+l=— . 

Sa 

È ora ben naturale che risulti contili u amen te 



2 4- — , *+— ecc., e perciò 



2 -1- eoe. 
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CAPITOLO 



TU1G0K0METRIA rettilinea 



Hozlonl preliminari 

205. È noto come la Geometria risolve il problema. 
— Bali tre degli elementi di mi triangolo, (rotare gli altri 
tre; purché fra gii elementi dati vi sia almeno wi lato. — 
Tale scienza però risolve questo problema graficamente, 
vale a dire in morto clic i valori che si determinano sono 
assoluti e non relativi ad una uniti di misura. Si troverà, 
per esempio, l' ampiezza di un angolo Incognito, ma non 
se ne sapranno i gradi ; si troverà affettivamente un lato, 
ma non so ne saprà esprimere In numeri la lunghezza. 

Alla Geometria viene in soccorso la Trigonometria, 
clte è quella scienza la quale risolve il problema: 

Dati in numeri tre ih/li ficmmli di un triangolo, 
determinare in air meri gli altri tre clementi, purché fra gli 
rMiitcdi itati ri ,u'u n<i,icm vii lato. 

SOG. Poiché i triangoli si dividono in rettilinei e sfe- 
rici, anche la Trigonometria si distingue in rettilinea e 

207. Aftinché <rli un coli posano essere dati e calco- 
lati numericamente si è immaginato di dividero l'angolo 
retto in 90 parti uguali chiamate gradi; e l'arco, quarta 
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parto della circonferenza che gli serv 
divìso in 90 {/radi; sicché l'intera cii 
divisa in 360 gradi. Ogni grado poi 
60 parti chiomate minuti primi, e il 



momento risolvere il problema trigo- 
inee, o meglio i rapporti di questo 
chiamano linee trigonometriche o go- 



OAPITOLO 3TV. 



TEORIA DELLE LIKEE GO BIOMETRICHE 



209. Dal vertice C dall'angolo ACM e con un raggio 
qualunque si descriva un cerchio; sarii l'arco AM la mi- 
sura dell' angolo. Se da M si abbassa la perpcndicolaro 
UH, 6 chiaro che questa varia coir arco o coli 'angolo, ed 
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chiamava positiva, e perciò crescendo l'arco ila j a y 
si dirà che il seno decresce da 0 a — 1 ; so in line cresce 
l'anso du ~ a 2.t, il seno crescerà da — 1 a o- 

Se in luogo di considerare l'angolo ACM, conside- 
riamo l'angolo JICD, il quale angolo è supplemento del 
primo ACM , si vede bene che la perpendicolare MH e pura 
il seno dell'angolo MCD, adunque si può stabilire il prin- 
cipio : Diin anijuli od nix',; sti/)p>r„r-,tttii-; hanno il maissimo 

210. Condotta per A la perpendicolare AY sino all'in- 
contro del prolungamento dell'altro lato CM , AY si chiama 
tangente dell'angolo od arco a, e si scrìve: 
AY' — tanfra; 

ailiinque la tangente: di un arco a di un angolo si può 
definire: la tangente mtxlotlfi dall' ciliY>,iilà di vn arco 
fino all' incontro del diametro che passa pei- !' altra estre- 
mila dell'arco. 

Or supponiamo clie l'arco cresca da 0 a -, è chiaro 
clie la tangente crescerà da 0 a oo; e se quello cresco 
da £ a.i, questa crescer:! da —eoa 0, cosi la tangente 
dell'arco AI3F « — AP. lieviti vìi perrli« posta in scuso con- 
trario di AY, che e la tangente dì AM. Se l'arco cresce 

da;ra — , la tangentu cresce da Oa»; cosi la tangente di 
ÀBDS è AY; se infine cresce l'arco da -j- a 2t, In tangen- 
te cresce da — «>a0; cosi la tangente di ABDEG è — AP. 
Considerando l'arco MUD, che è il supplemento del- 
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l'arco AM, sì troverà che la sua tangente è negativa, ed 
espressa ila DO. Ma DO è uguale ad AY perche i due trian- 
goli ODC, ACY sono uguali, dunque si può stabilire il se- 
guente principio: 

tang(180°— a) = — tango. 

211. CY, ossia il raggio prolungato per m estremo 
dell'arco fino att' incontro fatta tunr/ente condotta dall'altro 
estremo si chiama la secante dell'arco o dell'angolo, e 

6Y — seca. 

Ora supponiamo che 1' arco AH cresca da 0 a -r , 
la secante crescerà da 1 a «=; sa l'arco cresco da-^-a» 
la secante sarà negativa, e crescerà da — « a — 1; in- 
fatti la secante di ABF è — CI': se cresce l'arco da n a 

— decresce la secante da —1 a cosi la secante di 

ABDN è — CY ; crescendo infine 1" arco da y a 2 n , la 
secante decresce da k ad 1; cosi la secante di A DDE (5 b CP. 

Considerando l'arco MBD supplemento di AM, poi- 
ché la sua secante CO è uguale alla secante di AM che 
è CY , ina in direzione oji]'ust,i, potremo ilabilire la so- 
punta rel»ton«: 

«1(180-0) lei a. 

Queste linee si chiamano insieme /unzioni di a. 

Ossertazionr. Se l'arco a si fa crescere da 2 n a 4 n, 
da 4 » a fi jt ecc., il seno, la tangente e la secante ri- 
prendono periodicamente i medesimi valori e nel medesi- 
mo ordine, come allora che l'arco a varia da 0 a 2 *. 

15 
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212. Poiché BC e perpendicolare ad AG, gli angoli 
ACM, BCM sono complementari, formando ìnsiemo un an- 
golo retto, corno pure tali si diranno gli archi AM, BJI. 
Indicando sempre con a l'arco AM,o il suo angolo eor- 



B< 



MQ = cosa, I)X=cota,GX = co3eca. 
Ed essendo CHMQ un parallelogrammo, sarà lo MI} uguale 
a OH; per oui il coseno di un arco si chiama ancora: la 
distoma dal piede del seno al centro dell'arco. 

Dalla semplice ispezione della figura si dedurranno 
come per l'innanzi le variazioni di queste cofunzioni. 

OssnnvAzios-B I. Come abbiam fatto por i soni, tangenti 
e secanti degli archi supplementari, cosi potremmo argo- 
mentare per i coseni, cotangenti e cosecanti degli archi 
supplementari; ma ciò verrà a noi fatto meglio inseguito 
coli' aiuto delle formule. 

Osservazione II. Oltre alle sei linee indicato, altre 
due servono ugualmente a rappresentare un angolo od un 
arco: sono esse AH, UQ, chiamate l' una senoterso di a, 
1' altra cosenoverso di a; ma di questo si fa nella Trigo- 
nometrìa minor uso che dello altre. 

213. Le li li cu {."muoim!trk'h(\ oltre a servirò di termini 
per stabilire un rapporto tra gli angoli e i lati ili un trian- 
golo, hanno ancora tali relazioni fra loro che una qualunque 
di esse può aversi in funzione di ciascuna delle altre. In- 
fatti considerando i triangoli CHM, CAY, C1JX, abbiamo: 
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CH*+ HMì — CMS ; CAI + ATi — CY! ; CB 1 : -+- BS ! — CX-' , 
cioè : cos-a seu"a = 1 , 1 -+- tang'a = sec ! a ; 1 + cot-a = 
cosec' a. 

Inoltre i triangoli simili CIDI, CAY danno 
CH : HM : : CA : AT, cioè cosa : seno : : 1 : taiiga, e perciò 
sena 

tango =■ . 

eoa a 

I medesimi triangoli danno 

CH : CM : : CA : CY , cioè cosa : 1 : : 1 : seca , e perciò 



I triangoli simili CQM, CBX, danno 
CQ : QM : : CB : BX, cioè sena : cosa : : 1 : cota, d"o 



E i medesimi triangoli danno 

CQ : CM : : CB : CX , cioè sen a : 1 : : 1 : cosec a, o di qui 



Ossbrtazione. Se ora data una di queste linee.se ne 
vogliano dedurre i valori di una qualunque delle altre, 
noi lo potremo col mezzo di semplicissime sostituzioni. Vo- 
gliasi ad esempio il seno in funziona della tangente. Prendo 
la formula sec ! a = 1 + tang 5 a, cioè seca= V'H-tang-a; 

siccome seca = , avrò — - — -Vl+tue'd, ossia 

cosa cosa " 

moltiplicando i due membri per 



Vi -Mangi 
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= tanfi; a 

Vi — tang^a 

214. I valori delle funzioni e cofunzioni già trovati, 
omo puro quelli elio si troveranno in appresso, essendo 
tati calcolati nell'ipotesi del raggio 1, dovranno essere 
moltiplicati per r o per le potenze ili r quando il ràggio 
iar. Ciò si deduci? rtallVsecr le funzioni e cofunzioni nel 



Chfl se invece cotali valori fosser trovati ne! cer- 
chio dal raggio r, dividendoli per r o per Io potenze di 
t, conosceremo a die cosa corrispondono noi cerchio dal 
raggio 1. 



CAPITOLO XYI 



LINEE GO SI 0 M ET RIGHE DELLA SOMMA 
E DIFFERENZA DI ARCHI 
E DEGLI ARCHI MULTIPLI E SUMMULTIPLI 



215. SÌ abbiano duo archi (Fig.2) DG, CD; la loro somma 
sia IìD, e UE la loro differenza. Siano noti i seni CP, DH, e 
i coseni OP, OH; e vogliasi conoscere in funziono di queste 
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quantità il sono e il coseno della somma e della eiillcronza 
ile' medesimi archi. 

Si faccia BC = a, CD=-ì; sarà BD = a4-ù, BE 
~a-S; CP — iena; OP=cosa; DH^senS; OH=cosS. 

Condotta In DK perpendicolare 
ad OH, o la EX parallela a DK, 
■ sarà DK-sen {a + b}; EN 
:,.,,.(,<-(); OK -■ OB («+/,!; 



C'.n.lu.'aiki 1,' IH;. EL ]>;i- 

?MBflBIP"PW J parallela alle dm; CP, EN. 1 duo 

1riang-olì DGH, HLE avendo i 
lati rispettivamente paralleli 
sono equiangoli, e perché è DH = HE, son pure uguali, 
onde DG = HL, GH "EL. Avremo perciò 

sen (a + J) = DK = KG +DG = UH -+- GD , 
son (a — b) = EX ^ MH — HL UH — GD , 
eoa (o + i) — OH = OM — MK = OM — HG , 
cos (a — J) = 0rj = OM + MN = 0M-r-HG. 
Ora i triangoli simili OCP , OHM danno 
HM : CI- : : OH : OC, 
OM : OP : : OH : OC ; e sostituendo 



HM: 



(SÌ : 1, 



OM : cos a : : eoa l : 1 , dalle quali si ottiene 
HM = sena eoa*; OM = co 3 a così. 
Del pari i due triangoli OCP, DGH essendo sim 
perche col lati rispettivamente perpendicolari, daranno 
GH-.CP : : DH : OC, 
DG : OP : : DH : OC ; e sostituendo 
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GH : sena : : seni : 1 , 
DO : cosa : : sen ì : 1 ; dalle quali si ha 
GH -= sena seni; DG = cos.a seni. 
I valori di HM, OM, GH, DG sostituiti nelle quattro 
formule che esprimono i seni e coseni della somma e dif- 
ferenza degli arclii a, i, ci daranno 

(1) un -sena cosi + cosa seni, 

(2) B en( a -ì)-s e n« cosi-cosa seni, 

(3) cos(a+ì) = cosa cosi-aena seni, 

(4) eoa {a - V) - cos a cosi + sen a sen b. 
Queste quattro formule possono ridursi a duo con doppia 
segno, e sono le seguenti: 

(a) sen(a+i) = sena cosJ±cosa seni, 
(f) cos(a±i)-c 0 sa cosi^sena seni. 

21C. Presa la formnla (») e divisa per l'altra (S), e 
diviso il secondo membro di tale uguaglianza nel numera- 
tore e denominatore per cosa C03Ì, avremo 
sena cosi cosa seni 

sen la + b) cosa oos * — cos a cos i 

, T t, = — — 1. r. ossia 

L'us (a + b) ea-ìii cfjs4._s['n«^cni 



cosa-cusi tang a ^tangì 
tang {a±t)~ tangi 

1 **"coa« X ooai 
Divisa (6) per (a) , e il numeratore e denominatore 
di tale uguagliali/a divisi por sena seni, avremo {ope- 
rando come sopra) 

cota coti-i-l 



cot (a±i) = 



coti! 
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217. Se presa la formula sen (a-S)=sena cosi-seni 
Xcosa vi cangiamo a in i e ì in a, avremo sen (ì — a) 
".soni cosa— sena cosi,- a sommando queste due ugua- 
glianie avremo 

sen (a — i) + son (5 — a) — ff, donde 

sen (a-i) sen (t-a). 

In simil morto avremo cos (a — i) = cos (S-a). 
Kella penultima di queste due uguaglianze ponendo 
0 in luogo di a avremo sen — S =• — seni/ e nell'ultima 
ponendo 0 in luogo di ì, avremo cosa = cos — a: cioè il 
seno di un arco negativo uguaglia il seno negativo dell'arco 
slesso reso positivo; e il coseno di un arco negativo ugua- 
glia il coseno dell' arco stesso reso positivo. 

E siccome tanga=.^^, facendo a = — b, avremo 

tang — J = ^ — ^ = = — taogi; ossia la tangente 

di un arco negativo uguaglia la tangente negativa dell'arco 
stesso reso positivo. 

In simil morto avremo cot — J = — coti; ossia la 
contavgenie di tin arco negativo uguaglia la contangente ne- 
gatita dell' arco stesso reso positivo. 

218. Le procedenti formule (a) (o) dimostrate per gli 
ardii positivi BG, CD, la cui somma è minor del qua- 
drante, reggono ancora qualunque sia il valore ed il se- 
gno de' medesimi archi: ert infatti 

1° le formule (1) e (2) sono «re per tulli t valori di 
a e di b comp-esl fra 0 e 

Siccome qut'it^ proponici™» i- gi, ; i stala diimistrjila 



236 

nel caso in cui sia la somma a+b minora di supponia- 
mo detta eomma maggiore di— , e siano o' e f i com- 
plementi di a e di b; si avrà elio la somma è 
minore di - — , e quindi 

san(o l +J L ) = sena 1 cosS'+cosa 1 seni', 
cosja 1 -t-b*) ^cosa 1 cos* 1 — sena 1 seni'. 

Ponendo in luogo dì a 1 e di i 1 i loro valori — a, 6 

~-ì,A ha sen (* -a -b) - sen - a) eos (~ - () 

_„n (-!_„) sen 

Rammentando che due archi supplementari hanno seni 
uguali (209), poiché dalla semplice ispezione delia figura 
prima si vede pure che il coseno di un arco è uguale al 
coseno negativo del uno supplemento, avremo 
Ben(*— a— i)-=sen(a-t-i) e cos (jt— a— b) =■ — cos{a+*), 
la quali due formule sì trasformano nello altre 
pan (a + l) = sen a cos b-h seni cosa, 
eoa (a -+- S) — cosa cosi — sena seni- 
le quali coincidono colle formule (1) e (3). 

Le formule (1) e (3) sono vere aygiungtndo ad uno 
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degli archi, o uà ambedue il quadrante — , o un multiplo 
qualunque di --. 

Ben (a l ^-j)= aen ( a .-|-)co SS + C o 3 («.-f) a e n5j 

confai +6- -*-) = co a (u' - ~)cosS -sen{ai--|-) ae » *■ 
B poiché, conio è facile a verificarsi, qualunque 



cos [x — ) « cos x) = sen x , 

le formule procedenti diverranno: 

Identiche alle equazioni (l) e {3). 

Accrescendo di — l'arco b, saremmo arrivati alia 

medesima conclusione; e se ai nuovi ardii a 1 , b' f chiamo 

S' l'arco S+-^-) aggiungeremo un altro quadrante-^-,le 

formule (1) e (3) si conserveranno invariate. Potremo a- 
dunque conchiudore che le formule fi) e (3) sono vere per 
tutti i valori positivi di a e di }, 

3° Le formule (1) e (3) sono vere per valori qualunque 
di a e di b, l' iato positivo e l'albo negati-co. 



338 

Supponiamo a positivo e 5 negativo, ad indichiamo 
con k un numero intero positivo tale, che 21ia sìa mag- 
giore ilei valore assoluto ù\b;'ìhx+b sari perciò un arco 
positivo, e quindi avremo 

seti (a-f- SSnr-Hi) sen a cos (2l:a + cos a sen (2ft* + i) , 

cos {« + 2fcjt4- ì) = eos a cos(2*oi -t- *) + sen a sen (2hx + b). 

Ma sappiamo (211) elio 

sen (2ft*-t-<E) — sen», e cus{2tor-i-a:) = cosa; 

perciò si avrà 

aen (u + S) — sen a cos J-l- seri i cos a, 
cos (a -t- J) = cos a cosi — sena san», 

anche por qualunque valore negativo di ano di questi 

4* Le formule (1) e (3) sono vere per notori negativi 
qualunque di a e di h. 

Sia a = — ai, b = — f 1 , donde a 1 — — a, S'«- — S. 
Si avrà 

sen (a 1 4-J') = senai cosii-t-senS 1 cosa', 
cos (aH-J'J^cosa' cos* 1 — sena 1 seni*'. 
Ponendo in queste formule —a e —b in luogo di a 1 e di 
6 l , siccome si sa che 

Ben (-e)- -sen*, cos (-z) = coss, avremo 
sen (a+SJ-sena cosJ + senS cosi. 

Le formule (1} e (3) son dunque vere per qualunque va- 

Le formule (2) e (4) si Tinsson dedurre dalle formule 
(1) e (3), cambiandovi b in — b; e per conseguenza esse 
pure son vere per tutti i valori di a e di 6. 
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219. So invece dei seni n coseni dì iloe ardii soltanto 
fosser noti i seni e coseni iìì mi numero qualunque di ar- 
chi, per mezzo delle formule (1) e (3) potremo agevol- 
mente conoscere il seno e coseno delle somme dei mede- 
simi archi. Infatti siano noti i seni e coseni degli archi 
a, Ò, c. Facendo a-t-S — h, sarà a + b + e = a + H; e 
perciò 

aen (a+J+e) - sen (a-i-ft)=senoco3fl-l-oosoaenfl 
= sena cos (l-i-cj+cosa sen (i + c) 
= sena(cosJ cose —seni sen c|+coio(senS cosc-l-cosi sene) 
=senocosicosc — sena >en ^ic-i-.-i 1 ìi '■('! -c-t-.^e nccosacns?;. 
In modo identico troveremmo 

Xcosa, e fattovi l=a, avremo Ben Sa -Ben a cosa-i-sena 
Xcoso, ossia sen2a-28en« coso. 

Xsena = cos ; a — sen : a,- e siccome sen'a + cos-a -=1. risaia 
cos'a = 1 — sen 2 a, e sen'a = 1 — cos ; «, avremo cos2a = I 
— 2seu ! a = 2cos 3 a — 1. 

OssEBVAzmSE. Se nello formule (1) e (3) si ponef=2a, 
ahhiamo 

sen3a"Sona cos2a-*-cosa scn2n, 
cos 3n s cosa cos2a — sei) a sen Sa; 
ma sen 2a =-2 sen a cns a, e cos2a = cos-a — sen ; a, per cui 
sen3a = 3sena cos-a — sen 1 a 
cus3a = cos 1 a — 3sen ! a cosa; 
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■tulle quali formule si [illune il valore di spn Un e cos3a 
io funi ione di sena e ili coso. E se netla prima di queste 
formale si punga I — scn-a in ìuvgo di cos'a, e nella se- 
condo 1 — ccs v a inveie di sen-a, avremo 

In generale conoscendosi i valori di sen (ut — ì)a 
e di cds — l)o in funzione di sena e di coso, si avran- 
no quelli di senran e di cosina, ponendo h = (m— ì)a 
nelle formule (1) e (3), le quali diverranno allora 
aeumo = «uà om(m - 1) fl+cos o sen (»i - l)a, 
cns ,»a = cos r, co, (m - 1 ) a - sen a sen («i - l)o; 
e sostituendo a non (»;t — l)a e a cns (m — l)a i loro va- 
lori gii cornili si otterranno cosi quelli di scarna e cqsjkh. 

221. Presa la formula eoa2««l— 2aeu-a, ossia 3sen*a 
= 1 — cos"a, e fattovi a = ^-a, si oltiene 2sen 2 ^-a=l 




Osservazioni-. Se nelle formule 

sen .In = 3sen a — -Iscii'a, 
cos 3« — 4cos"a — Seosa 
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(■.'iuibi.-i.si ii isi '.',«, (jiiL'.ito (lì vorranno 

sena= 3son — — 4sen 3 — , 

cosa = 4cos 3 — — 3cos — ; 
le quali equazioni risaluti.' daranno i valori ili sen — e di 

In funerale ae vuoisi attenere sen — o cos— , co- 
nosceii'io siino o ensn, si formerà l'equazione die ila 
sen ma o cosina, e ponendovi — in luogo di a, si otterrà 
quella ila cui dipende l'incognita che si cerca. 

tanni 

2 IniifT il , ,, noto cot* — 1 
tallirla = - — . E ìniiuli,: i:.-. t{a-\h)- ; , 

1— tang o ' 1 ' ootf-4-oota ' 

fattovi lo stesso cambiamento avremo in simil modo cot2a 

= 2cota " 

1 ,/1-coaa 1 ,/T+ooBO 
223. P 01 cbé sen 2 a-V — — , e oos— a-V — g— - 

si avrà dividendo l'una per l'altra queste uguaglianze 
Moltiplicando i due termini del radicale per 1— cosa avre- 
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1 Vi— 2C()3 II -+ _ . . 

mo tang — a = , — ■ ■ 

2 y i_ coa ; a 

plicnndo gli atesai termini del radicalo per 1 -i-cosa tro- 




ia coiltan gente della 
seguenti : 



Osservazione. Facendo io medesime osservazioni elie 
al paragrafo (220), conoscendo la tangente e la cotangente 
dì un arco a potremo egli facilità conoscere la tangente 

e cotangente dell'arco ai» e dell'arco — . 

224. Fu già veduto [203) (210) (211) come in alcuni 
casi particolari le funzioni di archi maggiori di un qua- 
drante equi vai goni; a funzioni ili archi del primo quadrante. 
Vedremo adesso come le funzioni e cuf unzioni di ardii di 
qualunqne quadranti; nono riducibili a funzioni e cognizioni 
del primo quadrante. 

A tale oggetto riportai] ili iu\ sulla lìguva prima sta- 
biliremo le seguenti uguaglianze: 

san 90° — 1 ; sen 180° = 0 ; sen 270° = — 1 ; sen 360° = 0 ; 

cos90°«=0; cosl80° = — 1; coa270°— 0; 008 360"-=]. 

SÌ prendano le duo formulo 

sen (a + *) = sena cos*-±seuS cosa, 
cos (a + i) = cosa cosd^sena soni. 

Pia b sempre minor dì 90", c maggior di 0; ed a prenda 



i successivi valori di 90°, 180", 270", 300"; avremo le se- 
guenti uguaglianze: 

sen( 90n+J) = seu 90" cosi + senicos 00" — cosi 
sen{180"+i) = sen 180° casi + senScos 180" - Tsen » 
sen (270°+i) - son 27Gi> oosi ±seni coi 270" — — cosi 
sen (3600±S) = sen 360" così + senicos 3G0" — + sen * 
cos( 90"+ì)-co3 90"cosi + sen 90" seti* - + sen i 
cos(180"i-i) — e(>sI80 o così.fsen 180» seni- - cosi 
eoa (270"+*) — cos 270" così + sen 270° seni = + sen b 
cos (M0°+i) == cos aeofcosiì sen UGO" seni = eoa i. 

E siccome tenga, ali a - s,lr * 1 

sen (180°+i} Xseni 

- °g(»°'±»> - S t " - - + 

cot (270" ± i) = j 
cot (36'.«±i)- 



sen( 90»±S) 


eoa 4 


cos ( 90° + ì) 




sen (180»+*} 




cos (180" +A) 




sei, (270» ' S) 




cos (27U" ± i} 




sen (:ioo n + A) 


_+seni 


cos [360<"±6J 




cos( W>±i) 


+ sen h 


sen( 90° ±i) 


cosi " 


cos (180»±i) 


-cosi 


sen (180°+*) 


"* +seui" 


cos (270» ±i] 




sen (270» + *) 




cos (360° + Ì) 




sen (lilit)" + *} 


~+seni- 



Digiiizod ttyCooglc 



244 

Corollario I. Dalle precedenti formule apparisce die 
tutta le funzioni e cuf unzioni degli ardii superiori ai 90 
fi-radi sono riducibili a funzioni e cofu azioni <li archi mi- 
nori di 90 gradi, ossia ad ardii del primo quadrante. 



-ni del primo e del quarto quadrante, 
e ilei terzo sono negntivi; le tangenti 
rimo e do! terzo quadrante, Del secondo 
negative; lo stesso avviene delle co- 

233. Itijirese le formule 
sen (a + i) = sena cosi-f-senS cosa, 
seu (a— i) = sen« cosi — soni cosa,- e le altro 
cos (a -§-}) = cosa cosi — sena seni, 
co S (o— i) — cosa cosi + sona seni; sommate e sot- 
tratte a due a due, avremo 

sen (a+iJ+senfffl-iJ-Zsenflcosi, 
C03 (a+sj+eosfa-ij-acosacosi, 
8en (a+i)- sen (a - i) = 2 sen b cosa, 

(„_t) _ cns (o-t-J) = a Ben a seni. E perciò 
VS sen {a+b) + 'A sen (a — *) — sena cosi. 
Vi cos (a-i-i)-»- 1 ^ cos (a — li) =cosa così, 
1*4 sen (a+i) — «4 sen (a — i) = seni cosa, 
'/S cos (a-i)-y, cos (a + i)-senase.ii, 
Queste quattro formule trasformano i prodotti di seni e 
coseni in semplici somme o differenze. 

So in queste formulo si faccia a + i=_p, a — 5 — q, e 



Corollario 
sono positivi, qi 
sono positivi i . 
quelli del secon. 
sono positive ni 
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quindi ;ì + ? = 2h j ed « = \/ t [p + q );?-?-= 2£, ei = !/i 
X avremo 

aenji-(-seTi?=2stìn'/2 (?-(-?) eoa |^ 

COS^ + OOSJ = 2COS '/j (?-(-?) cos {p-q), 

Ben?— aeny=2sen (y-?) eoa 14 (ji-t-?), 
cos?-cos.p=2sen '/j (jj-t-?)aen |/ 2 (;>-?). 
Dividendo queste ultime formulo la une per le altre ab- 
bi amo le seguenti: 

soli;; l-scii? Sh.'II 1 -j (p \-q) o.r<^.: : (p—q) ^ 
coyi+eo^ ' 2sonU (/H-J)co 6 i/.(/)-</) " 
Sfili/) -Kseii? 2s*n! ; {/)-)-y)co* 1 :■(>—'/) tanfi' i ■;, (/)-i- '/| 
senj»— senj =, 2aen! •> O+tfjcosV; (/>-}) " tang 
questa relaziono ai esprime dicendo : Za monna rftfi «ni di 
rfiie artìii j'iu otta loro dlferenza come la tangente delia loro 
xmtsomma sin alla tangente della loro stmid{ferema. 



CAPITOLO 



TAVOLE TUIGOKOWETRICHE 



220. Ail oggetto che sia veramente utile l'uso della 
quantità triifumiiiictritlif*, e si ;hiìh;i risolvere il problema 
generale della trigonometria, è necessario clic ditto un arco 
qualunque so ne conosca la linoa trigono metrica o vice- 
versa. A ciò servon le tavola tri^onoiiif-trSche, le quali ci 
danno in gradi il valore dell'arco quando si conosca quello 
Ili 
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numerico di una sua linea, e quello di una linea quando 
si conosca quello dell'arco. Presentemente ci proponiamo 
sapere uno de' modi ne' quali dette tavole si possono co- 
struire. 



(rane Urogna la Oeomrtri, pi.r,.l a. tolta la «reo 
clie dopo la settima cifra decimale. Ciò posto per 
di quanto differirà un solo lato dall'arco sotteso sta 
la seguente proporzione : 

327G8 : 0,0000000 ahed : : 1 : s, donde 
O.OOOOOOOaM 



32768 

È chiaro che il quoziente dì questi due termini c 



ma eitra^ISSimale, ed 
seminile possiamo di 



dire 40" invece di 39". Questo è il valore dell'arco; e poi- 
ché esso uguaglia la corda, avremo cord. 40"=» are. 40", 
e con più esattezza dividendo per due avremo cord. 20" 
- are. 20". Ma il seno di un arco è metà della corda di 
un arco doppio, dunque sen. 20" = are. 20", e dividendo 
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per 20 avremo anche con maggior rigore 5en . y = a rc. 1". 
Por aver poi il valore lineare dell'arco e del seno, farò 
le seguenti considerazioni, sempre nell' ipotesi del raggio 
uguale all' unità. 

Poiché l'intera circonferenza è 2« = 2X3, 1415926 
= 6,2831852, avremo 1296000" : 6,2831852 : : 1" : a, donde 
a; = 0,0000004848 = sen. 1". 

Ottenuto cosi il valore lineare di aen. 1", avrò quello 



juadrante. Quanto poi alle 



228. La disposizione delle tavola trigonometriche si 
apprenderà facilmente dall'uso cli« im|i;iiwemo a farne nei 
due seguenti problemi, sopra alcuni esempi. (1) 

Problema I. Dato m arco non scritto ntile tavole, de- 
terminare il logaritmo di mia delle sue linee trìgonumelrìche. 

|1) Ssii)iiif)LTwiiù ìivit 'tu [.; ninni ie 1;ìvu]!; li: i.iiovanni Litviiti, 
■■■ si ■■!■■-■ i'-.jiìi. 



Vogliasi il logaritmo del seco di un arco di 3°. 25' 

dato, che è di 3". '25'. 30"; trovo che il logaritmo del suo seno 
è 8,7762793. La differenza tra questo logaritmo e quello 
d'un arco maggiore del dato di 30" vedo che è 351, 37, 
coma è scritto nella colonna dello differenze; cotale diffe- 
renza moltiplico per 7", e mi da il prodotto 2450,03, il 
quale aggiunto al primo valore trovato dk 8,7705252. (1) 
Il calcolo si dispone cosi; 

]ogsen3°. 25'. 30" 8,7762793 

proil. per 7" 2450 

logseD 3*. 25'. 37" 8,7765252. 

Vogliasi il logaritmo della tangente di un arco di 
43'. 5'. 38", 18. 11 logaritmo dell'arco immediatamente in- 
feriore è 9,9700221; la dlBerenza delle tavole è 42, 22; il 
prodotto di questa per 38'', 18 è 1 602 , il qual prodotto ag- 
giunto al logaritmo da Ingsen 43°. 5'. 38", 18 = 9,971082.1. 

Vogliasi il logaritmo della tangente di un arco di 
58". 30'. 30", 67. Avvertendo di prendere i minuti primi 
nella colonna marginale destra, perché i 58 gradì sono se- 
guati in basso alla pagina, trovo che il logaritmo dell'arco 
immediatamente inferiore al dato 6 10,2126807; la diffe- 
renza delle tavole è 47, 27, che moltiplicata per 30", G7 
da 144D, il qual prodotto aggiunto al logaritmo trovato 
darà logtung 58°. 30'. 30", 67 = 10, 2128256. 

Vogliasi ancora 11 Ingeritimi delle cotangente di un 
arco di 48°. 13'. 20". Il logaritmo dell'arco immediatamente 
inferiore é 9,0511334; la differenza delle tavola 6 42, 38, 



(!) Pnicli" sniipnn!;.i rlir i (rinvimi fuiuiììliih ili stia ralo ilari 1 i 
iris-art tini d.-i tii'in.-n, mi ri-;i..inni.i di riitv ]■■■!. li- ir- ci Ir'; -R 1 puiiu 
In ulti |ii,itli.j Jtll.! y.-t;n r-ilr..- rii'.-iiiiiùi li--! li^iirf.:^". 
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clic moltiplicata per dà 847; e questo prodotto sot- 
tratto dal logaritmo trovato, poiché nel primo quadrante 
col urescer dall'arco le cofunzioni diminuiscono, darà logcot 
48*. 13'. 20" = 9, 9510487. 

Osservazione I. Se volessimo i logaritmi delle funzioni 
e cofunzioni di archi maggiori di 00", per mezzo delle for- 
mule stabilite sappiamo ohe esse riduconsi a funzioni e 
cofunzioni del primo quadrante, perequi niuna difficoltà si 
incontrerebbe in tale operazione. 

Oesebvàzione II. Siccome i seni e i coseni degli archi 
da 0 a 90°, le tangenti degli archi da 0 a 45' e le cotan- 
genti degli archi da 45" a 90° hanno valori minori di 1, 
i loro logaritmi sono negativi. Per non aver nelle tavole 
logaritmi negativi, e per dare uniformità al calcolo, tutti 
i logaritmi di ogni funzione e cofunzione sì accrebbero di 
10 unità, per cai i logaritmi delle tavolo soglionsi ancora 
chiamare logaritmi amnenta.lt. 

Ossekvazione III. Nello tavole invece dello funzioni 
gonion) etrich e si danno i loro logaritmi aumentati, perchè 
quando si conosce il logaritmo o il logaritmo aumentato 
di una quantità è facilissimo trovare il valore di questa, 
come in appresso vedremo. D'altra parte nella applicazioni 
occorre più frequentemente di dover far uso del logaritmi 
delle funzioni goniometri oli e , cho dello funzioni stesse. 

220. Pnonr,EMA II. Dato un logaritmo pialunqw tro- 
vare Varco a cui appartiene. 

Sia logsans = 9,9154065, e si voglia conoscere l'ar- 
co a. Cerco l'arco appartenente al logaritmo immediata- 
mente inferiore, e trovo che è di 55°. 23'; la differenza. 
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la quala si rieve calcolare, fra il log-aritmo (iato e quello 
inferiore preso è 219: la differenza dello tavole è 14, 53; 
per questa divido quella, e il quoto 15", 07 che cosi de- 
termino è ciò che devo aggiungere al valore dell'arco tro- 
vato, die perciò sarà di 55°. 23'. 15", 07. 

Il calcolo si dispone cosi: 
logsena = 9,9154065 
loginferiore . . 9,9153846 .... 55°. 23' 

Diff. . . . . 219 ... . 15", 07 

x - 55". 23'. 15", 07 

Sia logcoss = 7,8104025, e si voglia conoscere l'ar- 
di i. Il !.i_,";iiiti!:n i!]]][!ti liriiniiieii!!! iiilVridiv <■ 7.Knfl42H.">, 
che corrisponde all'arco di UT. 37'; hi ili dorema tra que- 
sto logaritmo e il dato è 390; la differenza delle tavole 6 
3277, 7; e quella divìsa per questa dà in quoto 0", 1; 
tolto questo quoto (perchè si tratta di una cofunzione) 
dall'arco di 89°. 37', avremo l'arco x — 89°. 36'. 59", 9. 

Vogliasi conoscere l'arco s, essendo log cot a 
^9, 8623839. Il logaritmo immediatamente inferiore 6 
!>. 8623233, cui corrisponde l'arco di 53°. 56'; la differenza 
fra il logaritmo dato e quello inferiore è 690: questa di- 
visa por la differenza delle tavolo dii in quoto 13", 7, il 
quale tolto da 53°. 56' darà x — 53°, 55'. 46", 3. 

garitmo dì quelli, si dovrebbe trovare il suo numero cor- 

tendo che i logaritmi tlcltn funzioni fi cofunzioui trigonome- 
triche sono aumentati, ossìa contengono un complemento. 



capitolo : 



RISOLUZIONE DEI THlANiinU 



It Ina In ztone dei triangoli rettangoli 

Prima di venite alla risoluzione dei triangoli r 
taiiguli (a duupu stabilire i arguenti priucipii. 

230. Teobema L In ogni trinngi.iu rettangola etau 
cateto e tignate atta fpot&tvta ••tuitipticata per il seno a 
l'angolo oppoito, o per ti coietto dell'angolo adiacente 

Sia il triangolo AUC (Fi™. 3) rettangolo in A, e sìe 
a, !/, c i lati opposti ai rispettivi angoli. Dal punto B co 




eoli B 
uguagli 

aenB=-co»C, e percioi— • 

831. Tbohesia IT, In ogni triangolo re, 
telo è ugnate all' altro cateto moltiplicalo ; 
dell'angolo ùppoit'j o per la cotangente dc-.i'a 
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Per il teorema preee'Imite si ha Ò = a senti, e = a 
XcosB; da queste due formule ho ^ = tangB, g cot B ; donde 
* — c langB, c = b cotB. E perchè BeC sono angoli com- 
pierne 11 lari , avremo ancora 6 = ecotC, e => i tangC. 

Con questi due principii si risolvono senza difficoltà 
i problemi seguititi che rifrii:i ninno i triangoli rettangoli. 

I. Conoscendo l'ipotenusa di un triangolo rettangolo 
ed m angolo acuto, calcolare V allr' angolo acido, e i dite 

II. Conoscendo l'ipotcnusa e un cateto, calcolare l'al- 
tro caldo, e i due angoli acuti; 

III. Conoscendo «n cateto e m angolo acuto, calco- 
tare l'olir' angolo, e l'altro cateto; 

IV. Conoscendo i dtic cateti, calcolare l'Ipotcnusa, e 
gli angoli acuti. 

Esempio I. Sia (Fig. 3) a — 327 , 5 ; B — 39°. 44'. 48". 
Per la relaziona C — 90° — 39°. 44'. 48" trovo clie C =• 50°. 
15'. 12". 

K siccome h — a seni!. C'~ i' on. li. ;iiiii'ii';\:n!(i i 1-g-firit- 
mi avremo logS^loga-HogsciiB, logc = loga + logc.asB. 
Sostituendo i valori noti avremo log* = log 327, 5-t-logson 
39°. 44'. 48", e loge = log 327, 5+logcos 39°. 44'. 48". 
Calcolo di b 

log tt — log 327 , 5 2,5152113 

logsenB^lQ G-sen 3 9". 44'. 43" . . . 9. 8u ò7fi87 

' log* = 12,32(19800 

S-209 , 4 (1). 
In modo analogo troveremmo e = 251, 8, 

fi) La caratar [«ti™ 12 ris 'limimtita di 10 IliiUa prima di tro- 
vsre il numeri) nimsi»>u.li'ii1s lini tr- t.-tvult- ili:' 1->j;i ritmi dei numeri. 



Esempio II. Siiia = 327, 5 e S = 209, 4. 
Pojclièi = (tsenli, avremo seni! = -.elogsc-nB^lng'i — Ioga. 
Calcolo ili lì 

lo S 4-=log209,4 l-2,32u97r>7 (1) 

loKfl^-lcg 327,5 2.SU2U 3 

logH- Q,8057tì54 

B = 39° 44'. 47". 

Esempio III. Sia 6 = 200. 4 « B = 39°. 44'. 48'!. 

b 

Poiché //= assali, avremo a -, eloga = logl — logsnnB. 

Calcolo ili a 

logi — log 209, 4 12, 32097(17 

]o g si;nB = log39° . 44' . 48" ... 9, B0 T.7IÌB7 

loga = 2, 5Ì52080 

a — 327 , 5. 
Esempio IV. Sii * = 209, 4 e e ="251, 8. 

i 

Poiché * = c tang B , avremo tang B = — , e 
log tang B = log i — log c. 

Calcolo di B 
logi = lng209, 4 ... 12, 320A7G7 
1ogC^log251, 8 . . . 2, 40105.Ì7 

logB— 9, 9199210 

B= 390 . 44' . 50" (2). 

(2) L'irai' '<■'■' '"' ■ MvkÌiì fa ni che falline, volte nei resul- 
tati (■■Jisti- mi fi i-ri', di" l'i'tri ■'■ si pici-.iln min iliiv.-r»i< Mii-r nmlu. 

Dirli efini'i j-.v r- 1- ,- . 1 , ■ : i il L m<n A ;r«vnt,> i-l:n uno min ih-^Ii 
niiii'i i : i l- ■ ■ l_- ; i L t l .1.) il l.1!il_-..:... | !t'-. mi.. i|inìln, nitri si deter- 
minano in uni) «V ruo ili L'i il si o 
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Per la risili iv/.'imw Hai trinupoli obliquangoli fa duopo 
la dimostrazione di alcuni prìncipi!. 



insolazione del triangoli obliquangoli 




•nlo rtilìlhtco qualunque 
tk'jli mvioli opposti. 
GteODBOtìtto al triangolo 
ABCfFig. 4) un cercliio e con- 
dotti dal centra i raggi OA , 
OH, OC, avremo (209) 
i/S a = sen l /i COIÌ = sen A, 
Ì^ S— sen \4 AOC = seu B. 
ViC-= aen '/i AOB — seu C. 
Da pesta uguaglianze abbia- 
mo la proporzione 



233. Taoni-siA. II. In un triangolo rettilineo qualunque 
la somma di due lati sta alla lor difercn:a, come la taa- 
i/ente della stmisomma degli angoli opposti sta alla tangente 
lìcita loro 3emidifereii:a. 

Lalla proporzione a : i : : ami A : san li iilihiamo a-\ b 



seuB : 



!i ques 



[ La 



l'altra (225) a+b : a— li : : tuliy- (A+B) : tnn(l - (A — 
234. Thoihìma III. In m triangolo rclliliiien qua* 
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Sia in primo luogo l'angolo A ilei triangolo ARC 
(Fig. 5) acuto, e 3Ì abbassi la imrputiilkMlare CD. Si avrà 
n'i = i2-l-c' ! — 2sx AD - Ma " cl triangolo ACD si ha AD 
— *cosA, dunque a- = -i-c J — 2iecos A. 

Supponiamo l'angolo A ilei triangolo ACB (Fig. 6) 
ottuso, e si abbassi la perpendicolare CD sul prolunga- 
mento di BA. Si avrà 
a'- — b ■ -t-c s h-2c X AD ; 
ma AD =- b eoa CAD 
— — i-XcosCAB per- 
chè gli angoli CAD . 
CAB essendo supple- 
mentari limino i coseni 
uguali e di segno cou- 
Fig. u. — Fig. S. trario ; dunque sosti- 

tuendo avremo 

a 3 = ì2+e2_2k COSA. 
Questi principi! stabiliti -veniamo alla risoluzione 
dei triangoli obliquangoli , la quale presenta quattro oasi 
distinti. 

235. PnoBLEMA I. Dato «n lato a di un triangolo e due 
angoli, calcolare gli altri tre elementi. 

È cbìaro che il terzo angolo si deferminerà imme- 
diatamente per la relazione A + D + C 180". 

Quanto ai lati poi sioooine abbiamo b : a : : soli II 
a Ben B 

:senA, e : a: : sen C : san A , avremo pure b ^ - ■■ — , 
e = sen j^ > da " a 1 ua '' formule coll'aiuto de'logaritmi ot- 
terremo i lati b, c. 




Esempio. Sia « = 2301, R2; A = 2G" . 17' . 50", 4; 
B 84° . 5lV .24", 3. 



2r.fi 

Abbiamo C = 180» - A - B = 68» . 415' . 36", 3. Per 
avere i lati b, e oporeremo come segue. 

Calcola di 6 

Ioga 3,3fi20714 

logseiiB 9,9983043 

Somma 13,3603757 

— logsenA 9,6404709 

logi 3,71311048 

i — 5174, 93. 
Ciilcolo <ìi c 

logn 3,3620714 

logSenC 9,91594493 

Somma 13,3315207 

— logsenA 9,0464709 

logc 3,6850438 

e -4842, 28. 

230. PnoiiLEjiA II. A'oti due lai! a e b e V angolo A 
opposto ad imo di essi, calcolare gli altri clementi. 

Innanzi tutto iloi'-niiino l'imbolo B colla proporzione 
SsenA 

a : b : : senA : s<;i:H. ■ j ri! 1 <;»;>'.<: ■-: -h-Ai:cc senB = . 

Noti A e B conosceremo facilmente anclie l'angolo G. Per 
conoscere poi il tento lato opererò come nel problema an- 
tecedente. 

Esempio. Slaa - 1531 2,41; 8—9865,25; A ~56*.10'.37",8 ; 
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Calcolo di B 

log* 3,9941081 

l ogsenA ... 9. 9194770 
somma .... 13, 9X35861 
— Ioga. ... 4. 1850436 
logaenB ... 9, 72WÓ415 
B= 32°. 21'. 34", 5. 



Calcolo di C 
C^180« -A-B 
C = 180° — SS". 32'. 12", 3 
C = 91°.27'.47", 7. 



Calcolo di a 
Ioga 4,1830436 

logaenG (224) .... 9,9998592 

Somma 14,1849028 

~ logsenA 9,9194770 

logc 4,2054258 

c= 1842.), 78. 

237. Problema III. Dati due iati o, 1) e l'angolo com- 
preso C, calcolare il terzo lato e gli altri due angoli. 

1 

Si prenda la proporzione (233) a+i :fl— S : : tang-g- 
X(A-h-B) : tane -|- (A-B), donde ai ha tang-£-(A-B) 
_^jtanff-ì-(A-t-B). Siccome A + B = 180»-C, ossia 
A JtJ? = 9 0 i>— avremo tftogy(A+B)-t a Bg(90<!--^-) 

1 1 a — i 

"cot — C; per cui sarà ancora tang -^-(A — B) = 
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Con questa forimi]:!, ^ 1 1 [ 1 1 1 ^. 1 ■ 1 n !ii;i;.r^'io:->> ili h, (ìru i-lir , 

ove così non fossa, « chiameremmo li e viceversa, calco- 
leremo la a e in ili inerenza itegli angoli A e lì: e poiché si 

conosce puro A-t-B, o perciò — > determineremo facil- 
mente A e B. Il lato c poi si determinerà come in uno 
degli esempi precedenti. 



Esempio. Sia a = 56, 37 ; j 
Calcolo rleiraiijrolo (A— B) 
ìog{a—b) . . 11,2605484 

—Iris (a -hi) . . 1,9755337 
Diflereiiia . . . 0,2850247 

logcotUC . . 10, 2 tor»s<ic 
logUjA-ii). 9. 501 1 143(1) 
!/ 2 (A-B}-17°.35'.26",5 
A^B = 35°. 10'. 53" 



= 38, 15;C — G2'. 36'. 
Calcoli! degli angoli A e B 
A-t-B IMO' 1 — C 

A.-HB— U7°.24' 
A-B = 35°. 10'. OS- 
SA— 152°. 34'. 53" 
2B-» 82°. 13'. 7" 
A = 76". 17'. 26" 
B = 41 .6'. 33". 



238. Pboblrma IV. Dati i tre tati a, b, c, calcolare t 
tre annoti. 

Per il terzo teorema (234) si ha che a* = &a+c* 
— 2fccosA, b-^a'-hc- — 2wcosB, e 2 =a-+i 3 -2aìcosC; 



Con queste tre formule si trnvorcldx'm l'viiloiitemeute i tre 
angoli ; ma per renderlo più comode al calcolo si trasfor- 
meranno nel modo che segue. 

Poiché sen s -g-A— - — ° MA (221), sostituendo nel 



(t) Uigi'tiaiilu iiiw tfcMue cernili t menti g\h distaiti. 



secondo membro il valore di eoa A , avremo san 1 — A 

= v Wo — i'- 2 ^ — ; esicc °™ 

il numeratore di questa frazione è il prodotto di (a-\-b~ e) 

i» <•+.-»), .diJ-t»-'p-< 

2 4Jtf 
Si faccia adesso a + b-*- c^Hp, 
sarà a+S — e — 2(j»-c). 

-a + i + c = 2(j> — a); 

quindi avremo 

1 2(p-b)xHp-c) 



2 v • 



B-\/ flf -' > 



■a_v/ili=2. 

2 ' ai 



Esbmpio. Siao^l2,".,7; S=-135,8; c=94, 3. Avremo 
2^ = 359, 8;j> = 179, 9: e in conseguenza y — a = 54, 2; 
y — i — 40, 1; p— tf = 85, 6; quindi prendendo la prima 
lidie sci formule or stal'ilile r.j^ri'raìu'j uome segue. 



21Ì0 

Calcolo di A 



i/i log ip — b) .... 0,8015722 
l/iÌ0g{p — e) . . . . 0,9662369 
somma 11,7678031 

— Vilog-t 1,0727536 

— V-Jogc 0,9872558 

— somma 2.0600.094 

log 1/;A= 9.7077997 

> i A - 30". 40'. 54" 
A " GÌ". 21'. 48". 



In simil modo, o col mezzo d'uno de' precedenti pro- 
blemi, si potranno determinare gli nitri angeli. 



CAPITOLO XIX. 



lìISOLl'ZIU-Ni; DI ALCUNI l'UOiiLEMI 



239. Peodleha I. Dati tre deyll elementi di un triangolo, 
e tra essi almeno mi lato, detestiti/iure l'area del Irianyulo. 

1. Se gli elementi noti sono due lati Ò e e (Fig. 5) 
coll'angolo compreso A, poiché condotta la perpendicolare 
CD e chiamando 8 la superficie, abbiamo S=y,eXCD, 
e CD — ìisenA, anrà S~ !/;£<; aenA. Dunque: L'area di m 
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triangolo è uguale alla metà del prodotto di dite lati nwl- 
tipticato pel seno dell'annoio da essi compreso. 

2. Se gli elementi noti sono due angoli e un lato 6, 

5 senC 

poiché i:s::aenB : senG, dondo -^g-, posto questo 
valore di e nella precedente espressione Vi te sen A , 
avremo 

* ! scnCsenA i'sen C san A 
— 2sen B = 2sen (A-i-C)~' 

3. Siano noti due lati a e e, e l'angolo A opposto 
ad uno di essi. Poiché S = UwaetiB, e *• =a ! -nc J — SaccosB, 
risolvendo questa evasione rispetto a e abbiamo 



e~acoiB±V t^-a^en-b; 
e sostituendo questo valore di c nella espressione '.-jacseulì, 
si avrà S - 'A a sen B {a cos B ± V $* - a : sen 3 B) (1). 

4° Siano noti i tre lati a, b, c. Fresa la formula S 
■=iiesenA, e ricordando che (I 



fra loro avremo sen^AcosÌA=\/— 
(220) son2o — 2sena cosa, e fatto a*=\a abbiamo — 



valore ohe sostituito nella formula S — ^ he sen A oi darà 

(li II i[l,|l]HH .-.■LTin .lil l'Ili ;ilT. ti', il l-Hiiicill» ìlllitn dio llliB 

trsiiiiiriji i sjJiìisl.iratuj.j ni ^.'Ui.rul-.' ni d.iti iì-jì problema. 



ssa 

la superficie ilei triangolo in funzione dal tra lati del me- 
desimo, ossia 3 = V p(p — a) {p — b){p~ c). 



Bia AH (Fig. 7) il laf > n di quinto polivano, OH 
il suo api tenia. Siccome l'angolo AOU è uguale a — , ai 
avrà AOH — i — : ma nel triangolo AOH abbiamo OH — Al[ 
Xcot AOH-^-^-cot — , dunque cliiamnndo 8 l'area del po- 



241. Phoblrm* III. Dehsnninmv l'erta di UH tpmdri- 
luterò di eli si conoscono Je due diagonali a l'angolo di 

Bi oliiamino a, b, e, d i sarmenti AO, BO. OC, OD 
(Kg. B) delle diagonali AC e IID. e $ l'angolo HOC. Avremo 
trinuff. AOB-+- DOC -i- COI] -+. DOA =■ \A [ab-t-bc + cd+da) 
Xsen <f - 1/5 (a+e) (ì+-rf) san ^ - 'A AC x BD aeri jf. Dunque 
l'urea di mi quadrilatero è ugnale ni scmiprOlJottO dalla 
me diagonali moltiplicato poi seno della loro inclinazione. 




Digita 
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242. I'rodlkMa IV. Dati i quattro tati ed una dette dia- 
(tonali di un quadrilatero, calcolare l'altra diagonale. 

Supponiamo nota la diagonale AC ilei quadrilatero 
ABCD (Fig. 8). Poiché aon noti i tre lati de! triangolo ABC 
potremo determinare l'angolo ACD: por la stesa» ragione 
putremo determinare l'augolo ACD. Noto cosi l'angolo BC1>, 
potremo evidentemente cakolare la diaconale 13D, 

243. Problemi V. Risolvere un triangolo rettangolo co- 
noscendo V ipotermia e la somma del dite cateti. 

Siano i, c i due cateti, ed a l'ipotenusa. Per ipotesi 
abbiamo b-fe — m, essendo m cognito. Poiché si. ha an- 
cora li 2 + c- = a-, se risolviamo questa equazione di secondo 
grado a due incognite, veniamo a conoscere tutti e tre i 
lati del triangolo, e perciò potremo determinarne anche 
gli angoli. 

244. Phorlhsu VI. Risolvere itti triangolo rettangolo 
conoscendo un angolo acato e la differenza dei cateti. 

Siano b, c i due cateti; avremo per ipotesi b — e=»«», 
essendo m cognita Sìa inoltre cognito l'angolo acuto C; 
avremo c — asenC e * = acosC, e perciò Ì — e = a 



Conosciuta l'ipotenusa si determineranno con facilità i ca- 



245. Pbodlbma. VII. Misurare la distanza da unpuato A 
{Fig. S) ad wt punto C inaccessibile. 

Partendo da A si misuri una base AB; si dirigano 
le visuali AC, BC, e si misurino gli angoli BAC, ABC; 



risolvendo poi il triangolo di cui sono noti dae angoli e 
un lato, troveremo la .listarla AC (1). 

248. Phoblkiu Vili. Misurare la retta AB (Fi? fi) inac- 
cessibile. 

Si pronità a piannre e dove si può una distanza no- 
ta DC; dai puoti C e D si conducano tante visuali, e sì 
misurino gli angoli ACB, BCD. ADC, A DB. I triangoli 
A CD, CHI) ci daranno Al) e DB, e perdi il triangolo ADI! 
In cui e noto un angolo e due lati che lo comprendono 

) il lato Al! 



217. Pudbibma IX. Ca'cu'nre l'aite:ta di impunto so- 
pra i' ort::onte. 

Ria B (Fig. 9) i! punto di cui si vuol conoscere l'al- 
tezza BC sali* oriizontal" AC. Se e possibile avvicinarsi al 
piede C della perpendicolare BC. si misurerà sul terreno 
la AC. n da A traguardando I). misureremn l'angolo A, il 
che sarà sufficiente prtr risolvere il triangolo e determi- 
nare il lato BC. 




SSB 

rando che In non sia tanto piccola rispetto ari AC; gì mi-, 
stireranno gli angoli BAD, BDA, a potremo cosi determi- 
nare il lato BD. Allora, poiché BG = BD X senBDC, il pro- 
blema sarà risoluto. 

Cha se non può misurarsi neppure la AD, si misuri 
sul terreno (Fig. 10) la retta AD; e condotte le visuali 
AB, AD, DB, si determinino gli angoli BAD, BDA. Il tri- 
angolo BAD ci darà allora AB, e ii triangolo ABC di cui 
si conosce l'ipotenusa e un angolo acuto ci darà l'al- 
tezza BC. 

248, Feoblhhì X. Trovar la disianza DC {Fig. 10) del 
dm oggetti D, C l'm dall'auro visióni, e da ciascun del 
gitali posson 'cedasi <ju O'.iifJU A. B Al nota disianza fra 
turo e stivati In uno stesso piano con D e con C, 

Suppongasi DC= 1 , e in questa ipotesi si trovi 
qual valore avrebbe AB. Posto eba questo valore sia m, 
poiché i poligoni simili hanno i lati omologhi proporzio- 
nali, si avrà 1 : m : : DC : AB, dondo DC- % AB, 
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indici; 
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